4. feladat. Legyenek A és B egy O kozépponti szabdlyos n-szog (n > 5) szomszédos csicsai. Eqy, az OAB
hdromszdggel egybevigs XY Z hdromszioggel elészor befedjik OAB-t, majd az X pontot igy mozgatjuk — mindig az
n-sz0g belsejében —, hogy ekdzben az'Y és Z pontok dllanddan az n-szég oldalain legyenek. Milyen alakzatot ir le X, ha
Y befutja az n-szog hatdrdt (keriletét)?
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Megoldas. Allitjuk, hogy a keresett ponthalmaz n darab zart szakaszbol all, amelyek hossza OB

és amelyek az n-szog csicsait O-val Osszekotd szakaszok O-n tili meghosszabbitasai.
Ha Y és Z két szomszédos cstccsal esik egybe, akkor X = O; a tobbi esetben X két szomszédos oldal &ltal hatarolt
kisebbik szogtartomanyban helyezkedik el (ennek igazolasatol most eltekintiink).
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Legyen most Y az AB, Z pedig a vele szomszédos BC' oldal belsé pontja. Ekkor YBZ < = ABC< =7 — —ﬂ-,

n
2
YXZ <= —W, e két sz0g Osszege tehat m, vagyis az XY BZ négyszog hurnégyszog. Mivel XY = XZ az XBY és XBZ

n
szogekhez egyenlG ivek tartoznak, ezért X BY <« = X BZ <; az X pont az Y BZ < = ABC < szogfelezGjén helyezkedik
el.

Vizsgéljuk most meg, mekkora lehet a BZ tavolsag! ElGszor belatjuk, hogy BX > OB. Ugyanis XY B<+XZB < =

™ T T
m, igy koziilik az egyik legalabb > mondjuk XZB< > 5> De XBZ <4 < > ezért az X Z B héaromszogben ezen

szogekkel szemben fekvs oldalakra BX > X Z adodik XZB <« > XBZ < miatt. Es itt XZ = OB. Masodszor BX
szakasz hosszara fels6 becslés az XY BZ hurnégyszog koré irhaté kor atmérdje. Ez pedig a szinusztétel segitségével
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Ehhez hozzavéve a megoldés elején emlitett X = A, Y = B, Z = O esetet,
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adodik. Ha pedig gondolatmenetiinket elvégezziik a tobbi szomszédos oldalparra is, akkor kideriil, hogy X csakis a
megoldas elején leirt ponthalmaz pontja lehet.
Hatravan még annak igazoldsa, hogy az emlitett halmaz minden pontja megfelels. Legyen X' a BO félegyenesen tgy,
OB
atmérdji korok valamelyikét (ha BX' =

™ ™
COS — COS — COS —

OB
hogy OB < BX’ < ——. Rajzoljuk meg a B-n és X'-n atmeng,
™

)

n n n
akkor csak egy ilyen van). Az olvasora bizzuk annak igazolasat, hogy ez a kor metszi az AB és BC' szakaszokat. Jeloljik
ezen metszéspontokat Y'-vel és Z'-vel. Mivel Y'BX' <« = X'BZ’ «, azért X'Y' = X'Z’. Mésrészt mivel X'Y'BZ’
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négyszog hirnégyszog, Y' X' Z' < = 7 —Y'BZ' < = —. Ezért az X'Y'Z' haromszog hasonlé az ABO haromszoghoz,

n
koriilirt koreik pedig ugyanakkorak, ezért a két haromszog egybevago. Ez a meggondolas bizonyitja, hogy a megadott
ponthalmaz minden pontja jo.



