3. feladat. Egy szabdlyos 0tszdg cstucsaihoz egy-eqy egész szdmot rendelink ugy, hogy 0sszegik pozitiv legyen.
Megengedett a kévetkezd mivelet: ha hdarom szomszédos csiucs X, Y, Z és a hozzdjuk rendelt szamok x, y, z, és y < 0,
akkor az x, y, z szdmok helyére ugyanilyen sorrendben az x+vy, —y, z+vy szamokat irjuk. Ezt a midveletet ismételgetjik
addig, amig csak taldlhato negativ y. Déntsik el, vajon minden esetben véget ér-e az eljdrds véges sok Iépés utdn!

Megoldas. Az eljaras véges sok lépés utdn minden esetben véget ér, fiiggetleniil attol, hogy milyen sorrendben
végezziik el a 1épéseket. Legyen az 6tszog cstucsaihoz rendelt 6t szadm kezdetben ag, b, co, do, €g, az n-edik ,,miivelet”
elvégzése utan pedig ay,, by, cn, dn, €,. Vildgos, hogy barmely lépés utan a szamok egészek maradnak, és Osszegiik
nem valtozik, tehat pozitiv marad. Definidljuk az S,, nem-negativ egész szamot igy:

Sp = (an — cn)? + (bp — dp)* + (cn — €n)? + (dn — an) (e — by)?.

Ha valamely k természetes szamra az ag, by, ¢k, di, e szamok koz6tt van negativ (mondjuk ¢, < 0), akkor a kévetkezd
lépés utan nyert ary+1 = ag, bgr1 = bg + Ck, Ckr1 = —Ck, dp+1 = d + ¢k, €x+1 = e szdmokra Sp11 < Sk. Ugyanis
behelyettesitéssel

Sk+1 — Sk = 2¢x(ar + b + cx + di; + ex),

és itt ¢, < 0, ap + by + ¢ + di, + e, > 0, mint azt mar emlitettiik. Ez pedig azt jelenti, hogy Sp, S1, So, ... szigorian
csokkend nem negativ egész szamok. Igy sorozatuk csak véges hossziisagu lehet, vagyis az eljaras véges sok lépésben
mindig véget ér.



