I. megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, ebbdl ellentmondésra fogunk jutni. Mivel 6-329 = 1974 < 1978,
azért valamelyik orszaghol, A-bol legalabb 330 tagnak kellett jonnie, legyenek sorszamaik

a; <as < ...<asso-

Tekintsiik az as — a1, as —ai, ..., azzp — a1, sorszamu tagokat. Ezek egyike sem lehet A-beli, hiszen akkor volna a
feltételnek megfelel harom tag. Igy mind a 329 tag a megmaradt 5 orszag valamelyikébdl jott, és mivel 5-65 = 325 <
329, koziiliik egy orszagbol, B-bdl legalabb 66-an jottek, sorszamuk legyen

b1 < by < ... < bgg.

Nézziik most a by — b1, bs — by, ..., bgg — b1 sorszamu tagokat. Ezek egyike sem johetett a B orsziagbol, &m az A
orszagbol sem. Ugyanis ha a b; — b; = (ay — a1) — (an, — a1) = Gy, — Gy, sorszamu tag A-beli lenne, ismét talalnank
harom, a feltételnek megfelels tagot. Igy a fenti 65 tag 4 orszagbol jott, igy valamelyik orszagbol, C-bél legalabb 17-en
jottek, sorszamuk

cp<ce<...<cCy7.

Az el6z6ekhez hasonldéan a co — ¢q, ¢3 —¢1, ..., €17 — ¢1 sorszamu tagok csak harom orszagbol johettek, igy a D
orszaghol legalabb 6-an voltak:
di < dy...<dg.

Ady—dy, d3 —dy, ..., dg — d1| sorszamu tagok koziil legalabb 3 jott az E orszagbol
e; < e <es,

végiil az f1 = ea — ey, illetve fy = e3 — ey sorszamu tagok csak a hatodik, F' orszagbol johettek. Am ekkor az fy — fi
sorszamu tag sehonnan sem johetett volna, ellentmondés, ami éppen az allitast bizonyitja.

II. megoldas. A kovetkezd allitast igazoljuk teljes indukcioval: ha egy legalabb
1 1 1
=nl —_ —_ _
kpn = n! (1+ 1!+2!+"'+n!) +1

csucsu teljes graf éleit n szinnel kiszinezziik, akkor biztosan lesz benne egyszini haromszog (azaz harom csucs ugy,
hogy koztiikk barmely él ugyanolyan szini).

Az allitds n = 1-re nyilvan igaz, mivel k1 = 3. Tekintsiink most egy k1 szogpontu grafot és annak tetszéleges
cstcsat. Ebbdl a cstesbol ky, 1 — 1 él indul ki, minden él (n+ 1) szin valamelyikével szinezve. Mivel (n+1) - (k, —1) =
kn+1 — 2 < kp+1 — 1, azért biztosan van k,, egyszini él is, mondjuk fekete (I. dbra). Tekintsiik ezek végpontjait. Ha a
végpontok kozott van fekete él, maris talaltunk egyszind (fekete) haromszoget. Ha nincs, akkor a k,, végpont kozotti
élek csak n kiilonb6zé szinnel vannak szinezve, és ekkor az indukciés feltevésiink értelmében mér itt lesz egyszini
haromszog.

Tekintsiink most egy 1978 csucst grafot, melynek csiacsai 1-t6l 1978-ig vannak megszamozva. Az i és j cstcs kozti
élet hat kiilonboz6 szin valamelyikével szinezziik ki, attol fiiggGen, hogy az |i — j| sorszamu tag melyik orszagbol jott.
Mivel kg = 1958 < 1978, azért van egyszind haromszog, a csicsok szama legyen ¢ < j < k. Ekkora j —¢, k—j és a
k — i sorszamu tagok ugyanabbol az orszagbol valok, és (j — i) 4+ (k — j) = (k — i), ahogyan azt kivantuk.

Megjegyzések. 1. Elképzelhet6, hogy j — ¢ = k — j. Ekkor nem héarom, hanem csak két tag sorszamat kapjuk, de az
egyik sorszdm éppen kétszer akkora, mint a maésik.

2. A maéasodik megoldasbdl az is kiolvashatod, hogy n orszig esetén ha a tarsasagnak legaldbb k, tagja van, léte-
zik a kérdezett tulajdonsagu tag. Igazolhato, hogy ha g(n)-nel jeloljiik a legkisebb olyan tagszdmot, amelyre ilyen
tulajdonsagu tarsasag létezik, akkor

3"+1
2

1 1
§g(n)§n!<1+ﬁ+-~-+ﬂ>+l.

Azt is tudjuk, hogy g(1) = 3, ¢g(2) =5, ¢g(3) = 14. g(4) pontos értéke nem ismeretes.



