Az alabbiakban kozoljiik Ivanyos Gdbornak a 3. feladatra adott megoldasat, amelyért a zsiirit6l kiillondijat kapott

Feladat: Legyen n adott, 2-nél nagyobb természetes szam! Jeloljiik V,,-nel azt a halmazt, amelynek elemei: 1+ kn,
ahol k =1, 2, .... Egy m € V,, szamot V,,-ben felbonthatatlannak mondunk, ha nincsenek olyan p, ¢ € V,, szamok,
amelyekre pg = m.

Bizonyitsuk be, hogy van olyan r € V,, szdm, amely tobb, mint egyféleképpen allithaté el V,,-ben felbonthatat-
lan szamok szorzataként! (Azokat a felbontasokat, amelyek csak a V,,-b6l vett tényez6k sorrendjében kiilonboznek
egymastol, azonosaknak vessziik.)

Megoldas. a) ElSszor azt fogjuk bizonyitani, hogy végtelen sok olyan primszam van, amely n-nel osztva 1-t6l
kiilénb6z6 maradékot ad.

Tegyiik fel, hogy csak véges sok van, és szorozzuk ezeket Ossze. Az igy kapott szorzatot szorozzuk meg még n-nel,
majd vonjunk ki belsle 1-et. (n > 2 miatt ez nem 1 maradékot ad (mod n).). Az igy kapott szam nem oszthato a
véges sok prim egyikével sem, tehat Gsszes primtényezsi (1 + mn) alakdak lehetnek csak, azaz elGallithato (1 + mn)
alakd szamok szorzataként. Azonban az (1 + mn) alakd szamok szorzata szintén ilyen alakd, s a mi szamunk nem 1
maradékot ad (mod n), tehat ellentmondasra jutottunk.

Ebbél kovetkezik, hogy létezik végtelen sok olyan primszam, amely n-nel osztva nem 1-et ad maradékul, tehat
alkalmazhato az adott bizonyitas.

b) Ismeretes, hogy végtelen sok primszam van, ebbdl, és hogy (mod n) véges sok maradékosztaly van, kovetkezik,
hogy van olyan maradékosztély (mod n), amelybe legalabb 2(n 4 1) prim esik.

Legyenek ezek

P1, P2, ---5 Pny Pntl, Pn+2 =41, Pnt+3 =42, -+ Gnt+1 = P2n+2,

melyek tehat (mod n) ugyanazt az a maradékot adjak.
Segédtétel: van olyan o < n kitevs, hogy
a®*=1 ( mod n).

Tekintsiik az a', a?, ..., a", o™ hatvanyokat, a skatulyaelv szerint van koztiik ketts, amely azonos maradék-
osztalyba esik, azaz van olyan n + 1 > a3 > ao természetes szdmpar, hogy

a®t =a” ( mod n),

azaz
nla®?(a®~*? —1).

De a maradékot (mod n) legalabb 2(n + 1) prim ad, tehat van ezek kozott olyan, amely n-hez relativ prim, azaz
(a, n) =1.

Igy csakis n|a — 1 lehet, azaz a®* =1 ( mod n), n = a = a1 —as = 1 (egeész) mellett.

c) Legyen a legkisebb ilyen a kitevs az r (ilyen létezik, mert o < n miatt az ilyen « szamok véges sokan vannak).

Ekkor

a1 —o2

P =pypi,...pi, =a" =1 ( mod n),

tehat P € V,,. P a V,-ben felbonthatatlan, mert 1-t6l és P-t6l kiilonboz6 osztoi pj,ps, --.pj, = a°  (mod n), de r
minimalis volta miatt a* Z1 (mod n), tehat a felirt szorzat nem eleme Vj,-nek, igy az egyetlen lehetséges felbontas
1-Plenne,del<1l4+mn (mn=1, 2, ...)miatt 1 ¢ V,,. Mivelaa# 1 (mod n), ezért r > 1.

Valasszunk két V,, feletti felbonthatatlan szamot:

P:plpz---pr, Q:qltp...qr,
ekkor PQ €V, és
PQ=pip>...prq1G2---Gr = q1qG2 - . . PrP1q2 - - . G = P' Q.

(P'=qpa...pry, Q@ =p1ga...q.), r > 1 miatt P’ # P, Q" # Q. Az el6bb lattuk hogy P’ és Q' V,,-ben felbontha-
tatlan, igy belattuk a feladat allitasat.

L A megoldas megszovegezése helyenként nem elég csiszolt, de ez érthetd is. A rovid versenyidé nem ad lehetGséget arra, hogy a megoldok
gondolataikat szépen fogalmazzak meg. Az értékelésnél itt az Gtletek szépségét és egyszertiségét jutalmazzak a biralok. (A szerk.)



