Han=1,(2) a
2u+v+w)+a(u+v+w)=0
azonossagot jelenti, amibol példaul © = v = w = 1 mellett a; = —2 kovetkezik, vagyis P(z, y) = x—2y. A tovabbiakban
feltessziik, hogy n > 1.
Legyen a tetsz6leges valos szam, és helyettesitsiik (2)-be az u = a, v =a, w =1 — 2a értékeket:
P(2a, 1 —2a)+2P(1 —a, a) =0.
Eszerint a
(3) Q(2)=P(l—z, 2)=by2" + by, 12" '+ ... +biz+bo
polinomra
Q(1—2a)+2Q(a)=0
teljestil tetszbleges a mellett, vagyis az
R(z) = Q(1 —22) +2Q(2)
polinom értéke minden z = a mellett 0. Ez csak ugy lehet, ha az R(z) polinom minden egyiitthatoja 0-val egyenls. Ha
Q-ban a legmagasabb foku, 0-t6l kiilonbozs egyiitthatoju tag brz® (0 < k < n), akkor R-ben a legmagasabb foku tag
[(—2)’“ + 2] br2", ami csak k = 1 mellett egyenls 0-val. Ekkor Q(2) = bz + bg, és R(z) = by + 3by, tehat by = —3by, és
(4) Q(z) = bo(1 — 32).

(1) szerint tetszéleges olyan (a, b) szampérra, amelyre a + b # 0

a b
P(a, b) = b"P| ——
(0, b) = (a+1) <a+b,a+b>,

amibdl (3) és (4) alapjan

3b
P(a, b) = b)" = b)"bo|1——— | =b b)" Ha—2b
) (a, b) = (a +1) @<a+b> (a-+) 0< a+b> ofa+8)" " (a — 20)
kovetkezik. Ha b = —a # 0, helyettesitsiik (2)-be az
u=2 v=2  w=-a
=5 =5 =

értékeket, igy azt kapjuk, hogy

Itt ismét (1) alapjan P(a, —a) = a™P(1, —1), P(—a/2,a/2) = (—a/2)" - P(1, —1), tehat

1 n
1+2( — -

amib6l n > 1, a # 0 miatt P(1, —1) = 0 kovetkezik. Tehat (5) olyan (a, b) szAmparra is igaz, melyben b = —a # 0, és
nyilvanvaléan igaz (5) az a = b = 0 szamparra is. Ezzel belattuk, hogy (2) csak olyan P(x, y) polinomra teljesiilhet,
amelyre teljesiil (5). Ennek megforditasa behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetd: ha a P(z, y) polinomra teljesiil (5),
akkor nyilvan teljesiil ra (2) is. (5) szerint P(1, 0) = by, igy P(1, 0) = 1 miatt a keresett polinom

Pz, y) = (x+y)" "z —2y).

-1 -1
Ebbél binomialis tétellel mar konnyen megkaphatjuk P egyiitthatoit: ax = <n i ) -2 <Z 3 1>, k=1,2, ..., n,a

a"P(1, —1) =0,

bevezet6ben kiilon targyalt n = 1 esetre is érvényes.

Megjegyzés. A megoldas elején felhasznaltuk, hogy az P(z) polinom értéke csak akkor lehet minden z = a mellett
0, ha a polinom minden egyiitthatoja 0. Ez a polinomok gyoktényezds alakja miatt van igy: ha a p(z) polinomnak
X1, T2, ..., x gyoke, akkor van olyan ¢(z) polinom, hogy

p(z) = (z —x1) ... (z — 2)q(),

ami viszont abbol kovetkezik, hogy p(z) — p(a) tetszéleges a mellett oszthaté (z — a)val. Igy egy n-edfoku polinomnak
legfeljebb n gyoke lehet, tehat ha egy legfeljebb n-edfoku polinomnak n + 1 kiilonb6z6 helyen 0 az értéke, a polinom
minden egyiitthatéja 0.

Ennek az allitasnak a kétvaltozos megfelel§jét hasznaltuk fel a megoldas végén, amikor abbol, hogy (5) minden
(a, b) mellett igaz, arra kivetkeztettiink, hogy (5) megadja a keresett polinom alakjat. Altalaban, ha a P(z, v), Q(z, v)
polinomok értéke minden (a, b) mellett egyenls, akkor tetszéleges b mellett a P(z, b), Q(z, b) polinomokra alkalmaz-
hatjuk a fenti allitast, és mivel a polinomok egyiitthatoi egy-egy Gjabb polinom b helyen felvett értékei, kapjuk, hogy
P és @ egyiitthatol is egyenlGek.



