A vizsgalandoé kifejezés a binomialis tételben szerepld kifejezésre emlékeztet. Ez adja az Gtletet, hogy az
(1 + A /23)277,"1‘1

kifejezést vizsgéljuk. A binomiélis tételt alkalmazva:
" on+1 2n+1
14 2v2)* = 23% 12
eavpi =3 (M) oy ()

Az els6 szummat jeloljik a,-nel, a masodikat b,-nel. Ekkor
(1) (1+2V2)2+ = a4 2v/2b,,, (ahol a,, és b, egészek).

Azt kell bebizonyitanunk, hogy 51 b, (n =1, 2,...). Megmutatjuk, hogy az (1 + 2v/2)?" ! szam z 4 2v/2y alakban
(z, y egész) egyértelmien irhato fel, ugyanis az © 4+ 2v/2y = z’ 4+ 2v/2y’ egyenlet atrendezésébél z — 2’ = (y — y')2V2
kovetkezik. Ha y — ' # 0 lenne, akkor

!
V2= 27T azaz
2(y—y')

V/2 racionalis volna. Tehat y = ¢/, s ekkor = = a'.
(1)-bol kovetkezik, hogy
A1+ 2V20, 41 = (1+2V2)*" T (14 2v2)2 = (a, + by - 2V2)(1 +2V2)? =
= (9a, + 16b,) + 2v/2(9b,, + 2a,,).

Az emlitett egyértelmiség miatt:
an+1 = 9a, + 160,
brnt1 = 2ap + 9by,.
Ezekbdl két egymas utani helyettesitéssel:
(2) bn+2 = 1593b,, + 550a,,

(1)-bsl:

ag = bo =1.
Rekurzios képletiinkbol kovetkezik, hogy by = 11, by = 149 azaz 5 { by és 5 1 by. Mivel (1593,5) = 1, és 5/550 ay,
(2)-bél kovetkezik, hogy 51 b, 42 akkor és csak akkor igaz, ha 51 b,,. Mivel azonban 5t by és 5t by, ezért teljes indukcio
alkalmazasaval kovetkezik allitasunk.
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