
A vizsgálandó kifejezés a binomiális tételben szerepl® kifejezésre emlékeztet. Ez adja az ötletet, hogy az
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kifejezést vizsgáljuk. A binomiális tételt alkalmazva:

(1 + 2
√
2)2n+1 =

n
∑

k=0

(

2n+ 1

2k

)

23k + 2
√
2

n
∑

k=0

(

2n+ 1

2k + 1

)

23k.

Az els® szummát jelöljük an-nel, a másodikat bn-nel. Ekkor
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√
2bn, (ahol an és bn egészek).

Azt kell bebizonyítanunk, hogy 5 ∤ bn (n = 1, 2, . . .). Megmutatjuk, hogy az (1 + 2
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szám x + 2
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√
2y = x′ + 2

√
2y′ egyenlet átrendezéséb®l x− x′ = (y − y′)2

√
2

következik. Ha y − y′ 6= 0 lenne, akkor
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ionális volna. Tehát y = y′, s ekkor x = x′

.

(1)-b®l következik, hogy
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Az említett egyértelm¶ség miatt:

an+1 = 9an + 16bn,

bn+1 = 2an + 9bn.

Ezekb®l két egymás utáni helyettesítéssel:

(2) bn+2 = 1593bn + 550an

(1)-b®l:

a0 = b0 = 1.

Rekurziós képletünkb®l következik, hogy b1 = 11, b2 = 149 azaz 5 ∤ b1 és 5 ∤ b2. Mivel (1593,5) = 1, és 5/550 an,
(2)-b®l következik, hogy 5 ∤ bn+2 akkor és 
sak akkor igaz, ha 5 ∤ bn. Mivel azonban 5 ∤ b1 és 5 ∤ b2, ezért teljes induk
ió
alkalmazásával következik állításunk.
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