(1) ot +ax® + b2’ +ax+1=0.

I. megoldas. Ha a = ag és b = by olyan valds szamok, amelyekre (1)-nek van egy z( valos gyoke, akkor a = —ay,
b = by szamok is olyanok, hiszen ekkor (1)-nek —zg is gyoke lesz. Mivel a vizsgalando a? + b? kifejezés értéke e két
szampdarra ugyanaz, feltehetjiik, hogy

(2) a = 0.

(1) bal oldalanak értéke x = 0 mellett nem 0, tehéat (1) gyokei 0-t6l kiilonbozsek, és gyokei az (1)-gyel ekvivalens

(3) <x+%)2+a<x+%>+b—2_0

egyenletnek is. Ennek viszont akkor és csakis akkor van valos gyoke, ha az
(4) v +ay+b—2=0
1
5 —_ =
(5) z+—=y

egyenletekbdl 4ll6 rendszernek van valés gyoke.
Rogzitett y mellett (5) z-re masodfoku egyenlet, amelynek akkor és csakis akkor van valds gyoke, ha |y| = 2. Emiatt
(3)-nak akkor és csakis akkor van valos gyoke, ha (4)-nek van 2-nél nem kisebb abszolut értékd valos gyoke.

(4) gyokeinek szamtani kdzepe —g < 0, tehat koziiliikk a nagyobb abszolut értéki a kisebbik. Eszerint a keresett

feltétel
—a—+Va? —4b+8 < 9
2 = 9

ami ekvivalens a
4—a<+va2—-4b+8

feltetellel. Ha a = 4, akkor ez nyilvan teljesiil (feltéve, hogy a jobb oldali gyoknek van értelme), mert a bal oldalon
nem pozitiv, a jobb oldalon nem negativ szam all. Az a = 4 eset azonban a minimumbhely keresése szempontjaboél
kizarhat6, mert ekkor a® + b> > a® > 16, és példaul @ = 2, b = 2 esetén & = —1 megoldasa (1)-nek, és ekkor
a® +b? = 4 + 4 = 8 < 16. Feltehetjiik tehat, hogy a < 4, ekkor 4 — a > 0, és igy most feltételiink ekvivalens a

(6) (4—a)><a®—4b+38
feltetellel. (Ebbdl az alakbol lathato, hogy feltételiink azt is biztositja, hogy (3)-nak legyen valos gyoke.) (6)-bol a
(7) b<2(a—1)

feltetelt kapjuk. Azt kell tehat meghataroznunk, hogy a (2) és (7) egyenlGtlenségeknek eleget tevs (a,b) szampérok
koziil a®+b? értéke melyikre minimalis. EgyenlGtlenségeink az (a, b) koordinata-rendszerben egy-egy félsikot hataroznak
meg, (a + b?) pedig az (a,b) pontra nézve az origotél mért tavolsagnak a négyzete. Tehdt a (2)—(7) tartoméanynak az
origéhoz legkozelebbi pontjat keressiik: ez az origénak a

b=2(a—1)

2
egyenesen levl vetiilete. A vetiilet koordinatai a = -, b = —5 tehat a? + b? minimuma 5
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II. megoldas. Az I. megoldasban lattuk, hogy azokat az (a,b) szampéarokat kell vizsgalnunk, amelyekre (4)-nek
van 2-nél nem kisebb abszolut értékd valos gyoke. Jeloljiik ezt a gyokot u-val: |u| = 2, és jeldljiik (4) méasik valos gyokeét

v-vel. A gyokok és egylitthatok Osszefiiggése szerint
a=—-u—v, b—2=uv,
tehat )
A2+ =(u+0v) 4 (ww+2)° = @W?+1) v—|—3—u —|—u2—|—4—97u2
u? +1 (u2+1)
Rogzitett v mellett ez akkor minimélis, ha az els6 tag 0, ekkor

9

— — 6.
u?2 41

a4+ 0% = (u?+1)+

Ennek keressiik a minimumat az u? > 4 feltétel mellett. Megmutatjuk, hogy az
9
f@®) =t+ i 6
fiiggvény monoton né a ¢t = 5 szakaszon. Emiatt f(¢) a minimumat ¢ = 5 mellett veszi fel, és az f(5) =

a® 4 b* minimuma is a vizsgalt feltétel mellett. Az f(t) fiiggvény derivaltja

9

fl(t):]‘_t_g

valéban pozitiv ¢ 2 5 mellett. Feladatunk megoldasat ezzel befejeztiik.
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