Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk, egy a kovetelménynek megfelel ponthalmazt S, jelolink.

m = 1 esetében S;-re legegyszertibb példa egy tetszSleges egységszakasz két végpontja, de megfelel a végpontok
halmaza akdrhany, de véges szamu egységszakasz egyesitésében is, ha barmely két nem ugyanazon egységszakaszbol
szarmazo végpont tavolsaga 1-t6l kiilonbozs. Az 1. abra masodik példajan specidlisan AB = 1 és A’ B'#AB; itt azt
is mondhatjuk, hogy S az zﬁ egységszakasz és AA’ > 2 az abszolut értékd vektorral eltolt képe alkotja, és még azt
is, hogy az AA’ szakasz és ennek az AB egységvektorral eltolt képe alkotja Si-et (igy sem AB’, sem BA’ nem lehet

egységnyi).
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1. dbra
So-re a legegyszertibb példak: egységnyi oldalu szabalyos haromszog csicspontjai, valamint egységnyi oldald rom-

busz cstcsai, hacsak a rombusznak egyik atloja sem egységnyi, vagyis a rombusz barmelyik csicsa koriili, egységnyi
sugart kor pontosan 2 csticson megy at (2. abra). Tovabb koérén mindig egységnyi sugart kort értiink.
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2. dbra

Visszatérve a rombuszra, ezt most ugy tekintjiikk, hogy az AB egységszakaszt egy ﬂ egységvektorral toltuk
el. Ehhez A’-t az A koriili k, korén kell venniink, kivéve azonban a B pontjat, mert akkor A-t6I csak 1 pont lenne
egységnyire, B-t6l pedig 2. Nem vehetok A’ szerepére tovabb4 kq-nak a B koriili &, korrel alkotott P, Q metszéspontjai,
mert igy B-t6l 3 pont len& egységnyire. B'-t az A’ koriili kor metszi ki kp-b6l. Ugyanezeket mondhatjuk el B-r6l,

ha a rombuszt AB-nek a BB’-ral valo eltolasaval képeznénk; az igy kizért harom vektor a fentebbi haromnak az AB
szakasz felezGpontjara valo tiikorképe (az &bra c része).

A rombusz példajanak elemzésével tulajdonképpen eljarasmintat dolgoztunk ki tetszéleges m mellett S,,-bol egy
megfelels S,, 1 kifejlesztésére:

Sm-et egyesitjiik egy olyan S, képével, amelyet bel6le egy alkalmas egységvektorral valo eltolds atjan hozunk
létre. Tegyiik fel tehat, hogy létezik a kovetelményt kielégitG Sy, ahol m = 2, és legyen egy ilyen S,, = {A, Bi, Bo,
.oy Bm, C, D, ..., G}, ahol B;(i =1, 2, ..., m) az A-t0l 1-re levs pontok AC, AD, ..., AG # 1, az elemek szama
r(>m+ 1), tovabba S;, = {A’, B, ..., G'}.

—
Az eltolast az AA’-val definidlva, A" az A koriili k, egységkoron valasztando. Azt mutatjuk meg, hogy ez mindig

lehetséges. Nem viheti 4t az AA" az A-t a B; pontok egyikébe sem, mert kiilsnben az A-t6l 1-re levé pontok szama
Sma1-ben is csak m maradna — egy megjegyzéssel hamarosan visszatériink még ide —, és nem lehet A’ egységnyire a
tovabbi B;, C, ..., G pontok valamelyikétsl, kiilonben az eltolas utan attol a ponttol legalabb (m + 2) pontja lenne
Sm+1-nek 1 tavolsagban. Az utobbi meglatas a B — i, ..., G pontok koriili korok révén legfoljebb 2(r — 1) pontot zar
ki kq-bol, hiszen két kornek legfoljebb 2 kozds pontja van. Mas koriilmény nem teheti alkalmatlannd A’-t. — A beigért
megjegyzés; az AB eltolas mégis folemelhetné (m + 1)-re Sy, +1-ben az A-tol 1-re levé pontok szamat, ha ti. egy C
pontot éppen ratolna k,-ra. Ez azonbarii%sik a mésodik kizardsban, mint k, és k. kdzos pontja.

Mivel az AA" eltolast megadhatja B;B., ..., GG’ is, és ekdzben kaphatunk tjabb kizdrandé iranyokat is, azért
mindent egybevéve legfljebb r[m + 2(r — 1)} egységvektor nem alkalmas S'm és vele S,,,1 mondott kifejlesztésére.
Ebben az a lényeges, hogy ez a szam véges. Eszerint S;, 11 végtelen sok moédon képezhetd S,,-bsl, allitasunkat — és
vele a feladat allitasat is — bebizonyitottuk.



Megjegyzések. 1. Annak belatasahoz, hogy minden m-hez létezik S,,, elég lett volna képezni egyetlen egységszakasz
eltoltjat, valamint eltoltjainak eltoltjat és igy tovabb, a mondott korlatozasokkal. Igy S,, elemeinek szama 2™ lenne.
Indulasul avégett mutattunk egynél tobb példat, hogy az olvaso elképzeléseit elinditsuk. Ezzel a céllal mutattuk be
So-re az egyenld oldali haromszoget is, és evégett mutatunk a 3. abran olyan Ss-at is, amely egyaltalan nem tartalmaz
a fentiekben nem kizart rombuszt, s6t éppen kizart rombuszokbol épiil fol.
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3. dbra

2. Nem volt lényeges folirni a kizarando eltolasvektorok szamanak megadott fels6 korlatjat, csak az, hogy az Gsszes
kizarasi tipusokat megadjuk. A valoban kizart vektorok szama az eltolasos eljarasban ugyis kisebb a korlatnél, ha S,
tartalmaz rombuszokat, illetve ha S, pontjai kozt el6fordul 2 egységnyi vagy nagyobb tavolsag; mindkét koriilmény
fol is lép az egymads uténi S,,-ek eltolasos kifejlesztése soran.

3. Folvethets S, létezésének kérdése a térben is, igen egyszert példat nyujt Ss-ra a szabalyos tetraéder, a kocka
és a szabalyos dodekaéder cstucsainak halmaza, Si-re a szabalyos oktaéder, Ss-re a szabalyos ikozaéder csicsainak
halmaza. Tulajdonképpen itt is hasznélhatoé a kifejlesztésben az eltolasos eljaras, meggondolandd azonban, hogy két
egységgomb metszheti egymast korben is, ekkor kézos pontjaik szdma nem véges.



