Jeloljiik altalaban H(n)-nel az n pont altal meghatarozott hegyesszogl haromszogek lehets legnagyobb szamat,
vagyis H(n)-nek megvan a kovetkezd két tulajdonsaga: ) barhogy adunk meg n pontot a sikon (kolesonos helyzetiik
szerint), az altaluk meghatarozott hegyesszogl haromszogek szdma nem nagyobb, mint H(n), b) meg tudunk adni n

pontot gy, hogy az altaluk meghatarozott hegyesszogi haromszogek szama H(n) legyen. Mivel n pont T'(n) = (n)

3
H(n)
T(n)

haromszoget hataroz meg, az 6sszes haromszogek legfeljebb h(n) = része lehet hegyesszogl. Feladatunk allitasa

ezzel a jeloléssel a
(1) h(100) < 0,7

egyenl6tlenséget jelenti, ezt fogjuk bizonyitani. Ennek érdekében el@szor azt mutatjuk meg, hogy h(n) az n névelésével
monoton csokken.

Vegyiink fel tetsz6legesen (n + 1) pontot és jeloljilk az altaluk meghatarozott hegyesszogl haromszogek szaméat
K (n+1)-gyel. (Az el6bb definialt H(n+1) az ilyen konkrét K (n+1)-szamok kozott a legnagyobbik, ha az (n+1) pontot
minden lehetséges modon felvessziik.) Tegyiik fel, hogy a pontok sorszamozva vannak, és hagyjuk el koziiliik az els6t. A
visszamarado6 n pont altal meghatarozott hegyesszogt haromszogek szamat jeloljiik K (n)-nel. Hasonlé modon jeldljiik
Kj(n)-nel a j-ik pont elhagyéasa utan visszamarado n pont altal meghatarozott hegyesszogi haromszogek szaméat. Az

2) Sy = Ky(n) + Ka(n) + ... + Kni1(n)

Osszegben az eredeti (n 4+ 1) pont altal meghatérozott hegyesszogl haromszogek szama szerepel, de minden ilyen
haromszoget tobbszor vettiink szamitasba. Egy adott hegyesszogi haromszog ugyanis csak akkor nem szerepel K (n)-
ben, ha a j-ik pont az illetd haromszognek csicsa. Ez a haromszog tehat a (2) Osszeg 3 tagjdban nem szerepel, vagyis
(n — 2) tagjaban szerepel. Emiatt S,, a hegyesszogt haromszogek szamanak (n — 2)-szerese, azaz

(3) Sp=(n—2) K(n+1).

Emlitettiik mér, hogy K(n+1) < H(n+1), és hasonléan K;(n) < H(n). Emiatt a (2) 6sszeg barmelyik tagja nem
nagyobb, mint H(n), és igy
Su < (n+1)- H(n),

ahonnan (3) alapjan a

egyenl6tlenséget kapjuk. Mivel ez tetsz6leges (n+ 1) pontra érvényes, teljesiil ez az egyenlStlenség, a K (n + 1) szamok
legnagyobbikara, H(n + 1)-re is:

4) H(n+1)§n_2-

Behelyettesitve H helyére a h-val kifejezett értékét, a kivant egyenl6tlenséget kapjuk:

h(n+1) - (”;1> < Zi—;h(n)- <’;>

Lhn 1) {(n+ Do — 1(n = 2)} < 21+ 1) - h(n) - {nln — Do — 2}
h(n +1) < h(n),

h(n) tehat valoban monoton csokken.
Mérmost ahhoz, hogy (1)-et bebizonyitsuk, elegends olyan n < 100 szamot taldlni, melyre

(5) h(n) <0,7,

hiszen h(n) monoton volta miatt (5)-bol kovetkezik (1).

Ha n = 3, akkor h(3) = 1, ez még tul nagy.

Ha n = 4, akkor H(4) < 4, mert nem lehet négy pontot tgy megadni, hogy az altaluk meghatarozott haromszogek
mind hegyesszogliek legyenek. Ha ugyanis a négy pont konvex burka négyszog (az &dbra a) része), e négyszog négy
cstcsaban levd szogei nem lehetnek mind hegyesszogek (6sszegiik 360°), van koztiik derékszog vagy tompaszog, ennek
a cslcsat és a négyszog vele szomszédos masik két csicsat véve, derékszogd vagy tompaszogi haromszoget kapunk.



b)

Ha pedig a négyszog konvex burka haromszog, vegyiik e konvex burok oldalaihoz harmadik csticsnak a negyedik
pontot, amelyik a haromszog belsejében van (az abra b) része). E harom haromszognek a bels6 pontra tdmaszkodd
szOgeinek Osszege 360°, koztiik van tompaszog, vagyis a megfelels haromszog tompaszogli haromszog. Ezzel belattuk,
hogy H(4) < 4. Viszont az &bra a) része olyan esetet mutat, amikor K (4) = 3, tehat H(4) = 3, h(4) = 0,75, és ez még
mindig nagyobb, mint 0,7.

5

Ha n = 5, akkor (4) szerint H(5) < 5H(4) = 17,5, viszont H(5) egész szam, tehat H(5) < 7, és h(5) < 0,7. Ezzel

(5)-0t belattuk az n = 5 értékre, amivel feladatunk allitasat a fentebbiek szerint bebizonyitottuk.
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