I. megoldas. A b, > 0 allitas nyilvanvalo, hiszen (1) alapjan (2)-nek egyetlen tagja sem negativ. Masrészt (2)
tagjai igy alakithatok:
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ezért a k = 1,2,...,n 6sszegezés kozbiils6 tagjainak 2—2 hanyadosa az el6tte, ill. utdna all6 tag egyik hanyadosaval

egyiitt 0-t ad, és csak az els6 és utols6 tag egyik-egyik hanyadosa marad meg:
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A jobb oldal kisebb, mint 2, tehat b, < 2, az L. allitast bebizonyitottuk.
I1. A 0 < ¢ < 2 feltételt teljesits, adott ¢ szdmhoz egy alkalmas ¢ (> 1) hanyadost ag = 1,a1 =gq, ..., an =4q", ...
meértani sorozatot fogunk megadni. Ekkor b,, egy (mésik) mértani sorozat Osszege:
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tehat a b, értékeket kizarolag g és n hatarozzak meg.
Marmost c-hez megvalaszthaté g ugy, hogy az elsé tényezére teljesiiljon
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Ez ¢ = 0 esetén minden ¢ > 1 szamra teljesiil, ezért tovabb csak a 0 < ¢ < 2 értékeket tekintjiik. Igy pedig elegends,
hogy
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legyen, hiszen akkor 1 > 1/¢ > 0 és 1/./q > 1/q, tehat
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Ennek alapjan megmutatjuk, hogy ¢ ilyen megvélasztasaval a
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egyenl6tlenség teljesiil minden olyan n-re, amely nagyobb egy bizonyos N-nél. Ez, mivel ilyen n index végtelen sok

van, a II. allitas bizonyitasat fogja jelenteni.
Valoban, a feltevés folytan az r, = (1,/q)" sorozat monoton csokkenve 0-hoz tart, ha n minden hataron tal ng,

ezért van olyan N szam, hogy
1\" c
0< <—) <1l—-—=
Va Q

) intervallumba esik minden n > N szam esetében. Ezzel a bizonyitast befejestiik.
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II. megoldas. I. A kovetkezd alakitéas szerint:




tehét a kovetkezd integral egy kozelits Osszege all elGttiink:
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hiszen az a1, aq,...,a, pontok (1) alapjan az (ag, a,) intervallum (a, > ag) egy felosztasat adjak — megengedve 0

hossztsagu részintervallumokat is. Az 32 fiiggvény x > 0 esetén folytonos és pozitiv, tehat az integral létezik és pozi-

tiv. A fiiggvény monoton fogyo, és minden egyes részintervallum hosszat a jobb végpontjaban folvett fliggvényértékkel
szoroztuk, ezért b, als6 kozelits Gsszege az integralnak. Es mivel az integral értéke
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azért 0 < b, < I < 2, amint a feladat allitja.
IT. A fenti integralnak ugyanazon felosztashoz tartozé fels kozelit Gsszege nagyobb az integral értékénél:
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de ha az ay_1/aj hanyadosok sorozata alulrél korlatos, azaz ha van olyan ¢ > 0 szam, hogy
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(3) 1> >5>0 (k=1,2,...),
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akkor B,, nem lényegesen nagyobb b,, nél:
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Ha tehat (3) teljesiil, akkor

(4) by > 26%/2 (1 - L)
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Valasszuk meg d-t ugy, hogy ¢ < d < 2 legyen, majd valasszuk meg -t ugy, hogy
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26%/2 > d, azaz 0 > (5) =&y

teljesiiljon, ahol mivel d < 2, azért &y < 1. Igy (4) szerint b,, > ¢ akkor mindenesetre teljesiil, ha
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Azt kell tehat megmutatnunk, hogy tetszdleges 0 < § < 1 szamhoz van olyan aj sorozat, melyre a feladat feltételein
kiviil (3) teljesiil, és végtelen sok n indexre (5) is teljesil.
Az utoébbi biztosan teljesiil, ha a,, az n-nel egyiitt minden hatéron tal né. Ha viszont a (3)-nél tébbet mondé
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is teljesiil az a,, sorozatra, akkor
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ahol 1/v/5 > 1 miatt

és ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.
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