I. megoldas. A vizsgalando kifejezés minden elSirt n esetében csak véges szamu, 0-t6l kiilonb6z6 tagot tartalmaz.

Ugyanis a k + 1-edik [ ] jelben allo kifejezés
1 n

o PR

alakban irhato, és ez pozitiv valédi tort minden olyan k esetén, melyre

1
% < 3 azaz ha 2k > n,
tehat egész része 0. (Ha a feltétel valamely egész k-ra teljesiil, akkor minden tovabbi egész értékre teljesiil, hiszen a 27
fiiggvény monoton nd:)
Jeloljiik az Osszeget S,-nel és tekintsiik n néhany értékeét.

s [2]+[]
5[]+ [4)+[¢
s=[4+[2]+ [}
S4=:g:+:g:+:§:+ﬁ—z] =2+1+1+0=4,

S1o = % + % + % + % + 2—2 =5+3+1+1+0=10,
S = % + ? + % + % + % =6+3+1+14+0=11,
Si2 = ? + % + ? + % + 2—2 =6+3+2+1+0=12.

E példakban n-et 1-gyel —1-gyel novelve S,,-nek mindig egyetlen tagja nétt 1-gyel, a tobbi valtozatlan maradt.
Megmutatjuk, hogy ez minden esetben igy van, ezaltal teljes indukcié utjan bizonyitjuk az S,, = n Osszefiiggést.
Valoban,

n+28]  [n4142*
ok+1 | T ok+1 ’

ha n + 2F és n + 1 + 2% a 28l nek ugyanazon két tobbszorose kozé esik, az alsoé hatart megengedve, de a f6ls6t nem.
Ha viszont n + 1 4 2F eléri 287! kovetkezs tobbszorosét, tehat valamilyen m-re

n—+1+2F=(m+1)281, azaz  n+1=(2m+1)2",

akkor

n+28]  [(m+1)21—-1] ) n+1+28]  [(m+1)2k+!
okl | ok+1 =m s ok+1 - ok+1

}—m—l—l.

Ilyen k minden egyes n-re csak egy van: ez az a kitevs, amire emelve 2-t, a hatvany még oszt6ja n + 1-nek, de a
magasabb hatvanyok mar nem. (Ha tehat n + 1 paratlan, akkor & = 0.)
Ezzel belattuk, hogy
Spy1—S, =1, gy S, =5+n—-1=n.

Megjegyzés. Mivel az [(n + 2’“)/2’”1] tag azoknal az n-eknél n6 1-gyel, amelyek 2F_nak paratlan tobbszorosei és
n =1-2%nal 1 az érteke, igy ez a tag az olyan, n-nél nem nagyobb szdmok szaméat adja, melyek oszthatok 2F_nal, de 2
magasabb hatvanyaval nem. Ezt nem nehéz kozvetleniil igazolni, ami a fenti megoldasnak egy masik valtozatat adja.

II. megoldas. Bebizonyitjuk alabb a kovetkez§ azonossagot:

@) 22] = [4] + [x + %} .



Ezt ismételten alkalmazva, n igy alakithatd at:

és altalaban

(3) n_{n;1}+[n12}+...+{%ﬁ}+[2l—l}.

Ezt [ =0, 1, 2-re mar lattuk és ha valamilyen [y értékre igaz, akkor (2)-t alkalmazva az utolsé tagra

(n+1] [n+2] [n+4+2] [ n
S - R vl R TP +_210+1}=
_[n+1] [n+ 2] [ 4 2t ] ron n I
e J’_2lo+2}jL givz T 3| =
[n+1] | [n+2] [n 42007  [n+2ltl n
= |5+ |5 e e |+ | [210“}

(3) tehat I = I + 1-re is fennall. Ha l-et akkorara valasztjuk, hogy 2!7! > n legyen, akkor az utols6 tag értéke 0, s igy
az (1) Osszeg értékére kapjuk, hogy az n.
A felhasznalt (2) azonossag bizonyitasat két esetre valasztjuk szét. Ha

[x]§x<[x]+%, akkor [z] <[;v]+%§x+§<[;v]+1,
tehét ) )

|::E+§:| =[z], ésigy |[z]+ {x—i—ﬂ =2[z] < 2z < 2[x] + 1,
amibdl )

[22] = 2[z] = [z] + [x—i—ﬂ
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[3:]+§§33<[12]—|—1, akkor [3:]+1§3:+§<[33]+§[33]+2,
tehét ) )

{x—i—ﬂz[m]—i—l, és igy [$]+|:$+§]22[$]+1§2LE<2[$]+2,

amibdl ismét

Megjegyzések. 1. A bizonyitas (3)-at valamivel dltalanosabban, tetszéleges pozitiv n-re adja, ha a bal oldalon n
helyére [n]-ét irunk, s igy az (1) Osszeg is tetsz6leges pozitiv n-re [n]-ét adja.

2. A (2) azonossagnak és a latott megoldas alapjan (1)-nek konkrét tartalmat latjuk a kovetkezs probléma megva-
laszolasaban.

Jatsszék bizonyos szadmu versenyzS — pl. pingpongozé — a szokdsos moédon kieséses versenyt, vagyis kettesével
jatszanak egymaés ellen, minden parboél a nyertes jut a masodik forduléba, tovabbé jaték nélkiil a par nélkiil maradt
versenyz6 — amennyiben ilyen van, ti. ha az indulék szama paratlan; ugyanigy alakul ki a 3., a 4., ... fordulé mezénye,
végiil az nyeri a bajnoki érmet, aki veretleniil marad. Tegyiik még fel, hogy minden vesztes vigaszdijként megkapja
a mérkézésén hasznalt pingponglabdat. — Kérdés: hany mérkdzés folyik le, mas szoval hany labda keriil kiadasra az
egyes fordulokban ?

Barmelyik fordul6 induldinak szamét v-vel jelolve a forduloban [E} mérkdzés folyik le. Ennyi a tovabbjutok szama

1 1
is, ha v paros ; ha pedig partatlan, akkor 1-gyel t6bb. Szamuk v parossagatol fiiggetleniil [g + —} = [v +

5 } alakban

irhato, eszerint a (2)-nek megfelels




azonossag azt fejezi ki, hogy minden versenyzé vagy kiesik, vagy tovabbjut. Masrészt az egész verseny folyaman 1-gyel
kevesebb labdat adnak ki, mint az indulok szama, hiszen a bajnok kivételével mindenki kiesik el6bb-utobb. A kiadandd
labdak szamat n-nel jeldlve az elsé fordulé induldinak, kiesginek és tovabbjutéinak szdma rendre

1 2
e 5 1

2

a masodikban kiesdk, ill. a tovabbjutok) szama

n+2
2
2

n+2
+1

2 _n+2
2 Tl o292 |

kénnyd ugyanis belatni, hogy ha a, b, c természetes szdmok, akkor

H =[] e [g}—l—c:[%—kc}.

c be

- 2k
Altaldban a k-adik fordulobol tovabbjutott [%} versenyz6 koziil labdat kap, ill. tovabbjut

n+ 2k n+ 2k .
2k n + 2k . 7 n 4 2k+1
2 = [ 2k+1 ] ’ ill. 2 = { 2k+1 } ’

tehat (1) tagjai az egymas utani fordulokban kiadott labddk szamat adjak, Osszegiik pedig m-et, az Osszes labdak
szamat.



