1. dbra

I. megoldas. Olyan D pontot keresiink, amellyel az ABCD négyszog oldalait érinté kor a négyszog belsejében
van. Ekkor, mint ismeretes, AB + CD = BC + AD. Gondoljuk megoldottnak a feladatot és valasszuk a betiizést
ugy, hogy alljon AB > BC. (AB = BC esetén nyilvanvald, hogy D a B-vel atellenes pont. Az AB < BC esetben
DA > DC.)

Mérjiik r4 DA-ra a DP — DC szakaszt (1. abra). Igy egyrészt

(1) AP = AD — DP = AD — CD = AB — BC,

ismert. Mésrészt a C' D P haromszog egyenls szart, D-nél levé kiils6 szoge egyenls az ABC = 3 szoggel, mert ABCD
harnégyszog, ezért CPD< = /2 és APC< = 180° — 3/2. Ezek szerint az APC haromszogben ismerjiikk az AP, AC
oldalakat és az utébbival szemben fekvd szoget.

Ezek alapjan megszerkeszthetjiik P helyzetét. P egyrészt az A koriil AP sugérral irt k; koron van, méasrészt azon
az 1 koriven, amelyrél AC latoszoge 180° — 3/2, és amely az AC egyenes D-vel egyezs, tehat B-vel ellentétes oldalan
van. i kézéppontjabol AC-t 2CPD< = [ szogben latjuk — ugyanugy, mint B-bgl —, ezért az i-t tartalmazd kor F
kozéppontjat k-bol AC felez6 merélegese metszi ki. P ismeretében a keresett D-t az AP egyenes metszi ki k-bol.

2. dbra

P mindig létrejon, mert ki kdzéppontja az i végpontjaban van, és ki sugara kisebb az i-hez tartozé AC hurnal,
ugyanis az ABC haromszogh6l AP = AB — BC < AC. Espedig P a k belsejében van, mert i-re is ez all; ugyanis 4



pontjaibol AC-t nagyobb szoghen latjuk, mint a k-hoz tartozo, D-t tartalmazo AC iv pontjaibol, hiszen 180° — 5/2 >
180° — 3. P-re mindig 1 megoldast kapunk.

A kapott D pont megfelel a kovetelménynek. Ugyanis k-nak B-t nem tartalmaz6é AC ivén van, ezért ADC< =
180° — 3, igy a C' D P haromszoghdl

PCD« =APC«—ADC« = (180° - g) — (180° — B) = CDP«,

tehét ez a haromszog egyenls szara, CD = DP, igy
DA - DC =AB - BC, vagyis DA+ BC = AB+ DC.

Ez pedig elegendd feltétele annak, hogy az ABCD (konvex) négyszog belsejébe lehessen beirni az oldalakat érinté kort.
— Ezzel a feladat megoldasat befejestiik.

Aczél Gabor (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IL. o. t.) dolgozata,
bizonyitassal és diszkusszioval kiegészitve.

II. megoldas. Megszerkesztjiik a beirt k* kor O kozéppontjat (2. dbra). Ezt ismerve megrajzolhatjuk k*-ot, mert
az ABCD négyszog AB, BC oldalai ismertek, igy pedig D-t az A-bol k*-hoz htizott mésodik érintével metszhetjiik ki
k-bol.

O egyrészt rajta van az ismert ABC szog felezGjén, ugyszintén DAB és DCB szogek felezGjén is. Méasrészt az
ABCO négyszogben

AOC< = 360° — ABC< — (OAB< + OCB<).

A zarojelben a DAB‘ és DCB szogek Osszegének fele all, ez pedig 90°, mert ABCD hurnégyszog, tehat a mondott
szogek Osszege 180°. Igy
AOC< = 270° — 8,

ismert. Ezzel masodik mértani helyet kaptunk O-ra. Ha ugyanis 8 hegyesszog, akkor a szamitott sz0g nagyobb 180°-
nal, az ABCO négyszog konkav, O az ABC haromszogben van, igy a kisebb AOC szbg, AC-nek O-bol vett latdszoge
360° — (270° — B) = 90° + 3, ismert, tehat O az AC-nek 90° 4 8 nyilasa latoszogkoriven van, AC-nek B-vel egyezs
oldalan. (A 8 < 90° tény fennallasat lathatjuk abbol, hogy k-nak K kozéppontja az ABC haromszogben van; k-val
egylitt természetesen K-t is adottnak tekinthetjiik.) Ha 8 tompaszog (K kiviil van az ABC héaromszogon, a 2. abran
ez az eset lathato), akkor a fent szamitott sz0g tompaszog, ez adja AC-nek O-bol vett 1atoszogeét. Ha végil 8 derékszog
(K rajta van az AC szakaszon), akkor O-t az ABC' szog felezGje kimetszi AC-b6l, k* tikkros AC-re, és igy D a B-nek
AC-re vett tikkorképe. Ekkor ABCD deltoid. Ezt az esetet tovabb mellGzhetjiik.

Keressiik meg az i-t tartalmazé k; kor Q kozéppontjat. Ez mindkét esetben AC-nek O-val ellentétes partjan van,
mert a 90° + £, ill. 270° — § lat6szog tompaszog. Lattuk, hogy O az AC-nek mindig ugyanazon oldalan van, mint K,
ezért AC mindig elvalasztja Q-t K-tol. k;-nek az AOC szbg szarai kozti ivéhez 2-ban 180°-nal nagyobb kozépponti
sz0Og tartozik, ezért a kisebb AQC szog

B <90° esetén 360° —2(90° + ) = 180° — 28,
B>90° esetén 360° — 2(270° — B) = 28 — 180°.

Ezért az els6 esetben QAC< = QCA< = S, tehat AQ a k-hoz A-ban, CQ2 pedig a C-ben huzott érinté. — Ugyanerre
jutunk a mésodik esetben is, mert
QACa =QCA<«=180° -0

(hegyesszog, ekkor 2 azon az oldalan van AC-nek, mint B).

Mindezek alapjan O-t a kovetkezd lépésekben kapjuk: meghizzuk k érintGjét A-ban és C-ben, metszéspontjuk €Q;
Q koril QA = QC sugarral megrajzoljuk a rovidebb AC = i ivet; megszerkesztjiik az ABC szog f felezGjét; i és f
metszéspontja O.

A szerkesztés helyességének bizonyitasat és diszkussziojat hely hianyaban — az olvasora bizzuk.

Szentai Judit (Budapest, Kanizsay D. lg. II. o. t.) dolgozata,
kiegészitve i megszerkesztésével.

Megyjegyzések. 1. Az érint6négyszog oldalegyeneseit érint6 kor eshet a négyszogon kiviil is. Kénnyen igazolhato,
hogy ilyenkor a négyszog valamelyik két szomszédos oldalanak 6sszege egyenld a masik két oldal 6sszegével. A 2. abran
a négyszog negyedik csticsa D' és AB + AD' = CB + CD'. Ezt AB — BC = CD' — AD' alakban frva és (1)-nek
AB — BC = AD — CD alakjaval 6sszehasonlitva csak annyi a valtozas, hogy a jobb oldalon C és A felcserél6dott.
Eszerint D'-t D-nek AC felezs merdlegesére valo tiikrozésével kapjuk (8 = 90° esetén ilyen megoldas nincs).



3. dbra

Ajanljuk az olvasoknak, jarjak végig mindkét megoldas gondolatmenetét erre az esetre is (1. az abrakat). Hasonldéan
targyalhato a 3. dbra esete is, amikor AB + BC = AD + DC.

4. dbra

2. Konnyen belathato, hogy ha D-t az AB-nek C-t nem tartalmazé partjan ugy vessziik, hogy AD = BC' (4. abra),
akkor a hurkolt ABC'D szimmetrikus hturnégyszoghoz két olyan kor is van, mely mind a négy oldalegyenest érinti.
(Ugyancsak két érinté kor van a fenti 8 = 90°, deltoid esetében is.)

3. A dolgozatok alig tartalmaznak bizonyitast és diszkussziot. Ezt a tanév adott idGszakaban az I. osztalyosok részé-
6l természetesnek vettiik, a IL. és III. osztalyosok részérsl viszont hidnynak mindsitettiik. (Az 1. és 2. megjegyzésben
emlitett lehetGségek mell6zését nem tekintjiik hianynak.)



