I. megoldas: Az adott egyenlet ismeretlenét a keresett egyenlet ismeretlenével a kovetkezs azonossag kapcsolja
Ossze:

1 2
(2) cosT = 4/ y, masképpen 2cos?z = 1 + cos 2z,

(ahol a négyzetgyok elGjele kiilon allapitandé meg abbdl, hogy  hanyadik negyedbe esik). Ezért a keresett egyenletet
ugy kaphatjuk meg, hogy (2)-t behelyettesitjiik (1)-be és a kapott egyenletbdl eltavolitjuk a négyzetgyokot. Ez az
eljaras ugyanaz, mint ha kifejezziik (1)-b6l cos z els hatvanyat az egyiitthatokkal és cos?a-szel, ezt négyzetre emeljiik
és csak ezutan helyettesitjilk cos?z-et (2) masodik azonossaga alapjan; igy 1épésrdl lépésre

—bcosz = a cos’z + c,

b2cos®z = a’cos*x + 2ac cos®z + c2,
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J(l—kcos%:) = %(1+2cos2x+00322x) + ¢,

2
és a keresett egyenlet:
Ly o Lio o Lo 2 2
(3) 7% cos 2x + E(a —b* + 2ac) cos 2z + Z(a +4dac+ 4¢* —2b%) = 0.
Az adott a, b, ¢ szamhéarmassal (1) és (3) igy alakulnak:

(1%) 4cos?x + 2cosz — 1 =0,

(3%) 4 cos?2x + 2cos2x — 1 =0,

ezek szerint cosz és cos2z ugyanannak az egyenletnek a gyokei. E meglep6 ténynek az a magyarazata, hogy a két
egyenlet kozos (—1 % /5)/4 gyokeibél = értékei a (—180°,180°) intervallumban

—144°, —72°,72°,144°,
ezekbol 2z értékei a (—360°,360°), majd a (—180°,180°) intervallumban
—288°, —144°, 144°, 288°, azaz 72°, —144°, 144°, —72°,

igy a két gyoknégyes csak a felsorolas sorrendjében kiilonbozik.
Székely Jend (Pécs, Nagy Lajos Gimn. III. o. t.)

II. megoldas: Legyenek (1) gyokei (cosz); = 21, (cosx)a = 22, a keresett
(4) A cos®2z 4+ B cos2z+C =0
egyenlet gyokei pedig (cos2x); = wy, (cos2x)s = we. Igy (2) alapjan

1
(5) 2% = % amib6l wy =227 — 1, wy =225 — 1.

Ezekkel az egyiitthatokat a gyokokbdl elGallitod kifejezések szerint

B
—q =W +wy =2(27 +25) —2=[2(z1 + 2)? — 2z122) — 2,
C
1= wWiwWg = 42% . zg — 2(212 + zg) +1= 42% . zg —2(z1 + 22)2 + 4z129 + 1,
és mivel z1 + 20 = —b/a, és z122 = ¢/a, azért
B 20 4c 2b% — dac — 2a?
©) B Ly Wt
a a a
C  a®+4dac+4c¢® —20°
A a? '
Ezekkel, A-t a®/4-nek valasztva (4)-b6l ismét (3)-ra jutunk.

Timdr Peregrin (Budapest, E6tvos J. Gimn. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Tobben megvizsgaltak, hogy (1)-nek mely a, b, ¢ értékrendszerek mellett van (valés) megoldasa,
vagyis olyan, hogy a fenti jelolésekkel a 212 = (—=b £ /b? —4ac)/2a gyokok —1 és 1 kozé esnek, e hatarokat is



megengedve, és igy van olyan x szog, amelyre (1) teljesiil. Ebben feltehetjiik, hogy a > 0. — Mindenekel6tt teljesiilnie
kell a

(7) b? —4ac >0

egyenl6tlenségnek, mert z1 és zo csak igy valosak. Ez azt jelenti, hogy (1) bal oldalat cosx = z fiiggvényének tekintve
az y = az® + bz + c fiiggvény grafikonjanak legmélyebb pontja a Z-tengely (az abszcisszatengely) alatt, vagy magéan
a tengelyen fekszik. Ugyanis a szimmetria folytan a legmélyebb pont abszcisszaja a zérushelyek (gyokok) szamtani
kozepe zo = (21 + 22)/2 = —b/2a, és igy ordinataja: a(—b/2a)* + b(—b/2a) + ¢ = —(b* — 4ac) /4a, ami (7) szerint
negativ, vagy 0.

Mindkét gyok akkor és csak akkor esik —1 és 1 kozé, ha egyrészt zy e hatarok kozé esik:

(8) —1< —b/2a <1, masképpen —2a < —b<2a, |b| < 2aq,
tovabba a kisebb gyok nagyobb —1-nél, és a nagyobb gydk kisebb 1-nél:

—b—Vb?% — 4ac . —b+\/b2—4ac<1

-1<
2a 2a

Ezekbdl rendezéssel és négyzetre emeléssel (figyelemmel arra, hogy ha mindkét oldal negativ, akkor négyzetre emelés
utan az egyenlGtlenség irdnya ellentétesre fordul):

4a% — 4ab + b* > b* — 4ac, b? — dac < 4a® + 4ab + b°.
Végiil ajabb rendezéssel és osztassal:
a—b+c>0, 9) ill. a+b+c>0, (97)

(9) és (9”) azt irjak els, hogy az f(z) fiiggvény értéke a 2 = —1, ill. z = 1 helyen pozitiv legyen, vagyis a parabola
szemléletére tamaszkodva a (—1;a — b+ ¢) és (1;a + b+ ¢) pontok mindegyike az X-tengely folott legyen.

Ha mar most (7), (8), (9') és (9”) teljesiilnek, vagyis z1 és 2 valosak és —1 és 1 kozé esnek, akkor (5) alapjan
ugyanezek allnak w; és wy-re. Nyilvanval6 ugyanis, hogy igy w; és ws valdsak, és ha ¢ = 1,2 esetén

—l<z <1, azaz 0<|z| <1,

akkor
0<22<1, 0<2:2<2, 65 —1<227—-1=w;<l.

Mindez tgy is bizonyithato, hogy (7), (8), (9') és (9”)-ben a, b, ¢ helyére A, B, C-t frunk és az igy kapott egyenlét-
lenségek helyes voltanak bizonyitésara felhasznaljuk (6), (7), (8), (9') és (9”)-t.

Ezek utan konnyen kapunk feltételt arra, hogy (1)-nek pontosan egy gyoke essék —1 és 1 kozé. A kénnyen megal-
lapithato 2 = +1 gydkot kizérva — ekkor ugyanis (9'), ill. (9”) bal oldala 0 — ennek sziikséges és elegendd feltétele az,
hogy f(—1) és f(1), azaz (9') és (9”) bal oldala ellentett jeliiek legyenek, vagyis szorzatuk negativ:

(a+c)>—b%<0.

(Ebb6l ugyanis &trendezéssel b2 — dac > (a —c)® > 0 kdvetkezik, vagyis (7) fennall, (8) megfelelsjére pedig nincs
sziikség.)

2. Az (1) egyenlet helyett (3)-bol (esetleg az atalakitas ismétlésével cosdx,cos8z,.. .-re felirt egyenletbdl) z-et
pontosabban hatarozhatjuk meg az olyan esetekben, ha a koszinusz-fiiggvény 2z kérnyezetében gyorsabban valtozik,
mint x kérnyezetében. Legyen pl. x egy a 10° koriili érték. A tablazat egymas utani adatai kozott 20° koriil nagyobbak
az eltérések (a tablabeli kiilonbségek), mint 10° koriil, ezért az interpolacio pontosabban, kisebb hibaval végezhetd, s6t
a kisebb hiba még felezddik is, amikor 2x-bél z-et szamitjuk. Még jobbnak latszik e példaban 4z, 8x-et kiszamitani
40°, 80° kornyezetében, ahol a koszinusz fiiggvény a leggyorsabban valtozik. Viszont nem célszerti 16z-et szamitani,
mert 160° koriil a koszinusz ismét lassan valtozik. Azonban x koriilbelili értékét (1)-b6l meg kell allapitanunk, mert
(3)-nak kétszer annyi gyoke van, mint (1)-nek. Pl. a fenti szampéldaban

2 = £72° 65  +£432°, +144° 6s £ 504°,

tehét
r=436°,  4216°,  4+72°  +252°

és ezek koziil az eredeti egyenletet csak a 2-ik és 3-ik par elégiti ki.

Az eljaras gyakorlati alkalmazasaban természetesen arra is tekintettel kell lenniink, hogyha a, b, ¢ kerekitett adatok,
akkor a (6)-bol adodo B, C egyiitthatok hibdja nagyobb lehet. Masrészt eléfordulhat, hogy cosz; helyett cos2zq cél-
szertibb, mert abszolat értékben kisebb, viszont | cos 25| nagyobb | cos zo|-nél, és igy 225 kevésbé pontosan allapithato
meg, mint x.



