a) Legyen a keresett szam x, a nala d-vel kisebb szam y, és x? szamjegyeinek szama k. Jeloljiik a k darab 1-essel
felirt szamot C-vel, ekkor a feladat szerint

P —yP=d-C, (1) r—y=d. (2)
A bal oldalon 22 — y* = (z —y) - (x +y) = d(x +y), tehat d(z +y) = d - C, amit d-vel osztva (d > 0)
(3) r+y=_C.

Igy > y miatt 2z > C, azaz 42® > C?. Viszont z? és C jegyeinek szama k, ezért C > 10571, C? > 102872, és
10k > 2, tehat
4-10F > 422 > C? > 10%F2.

A két széls6 tagbol kapott egyenldtlenség alapjan 4 > 1072, amib6l kovetkezik, hogy k < 2. Nem lehet azonban

k=1 mert C=x+y>1,tehat k =2, C = 11, és 2 kétjegyi szam, tehat = egyjegytd. Mivel igy = + y = 11, azért
10 > z >y, és (2)-re is tekintettel z, y és d szdba jovE értékei:
x= 6, 7, 8§ 9,
y= 5, 4, 3, 2,
d= 1, 3, 5, T.
Ezekkel
z?= 36, 49, 64, 81,
y?= 25, 16, 9, 4.
A harmadik és negyedik értékrendszer esetében 22 masodik szamjegye kisebb d-nél, ezek nem megoldasai a feladat-
nak. Az els¢ két értékrendszer a feladat minden kévetelményét kielégiti, a keresett szamok tehat 6 és 7.
b) Legyen a szdmrendszer alapszama a. Az el6z6 meggondolasok egy részét atvehetjiik, a tobbjegyd szamokat az
a-alapt szamrendszerben értve. (1), (2) és (3) tovabbra is érvényes, és a 4 > 10*72 = (1 - a + 0)*~2 egyenl6tlenség is
érvényes marad, tehét

(4) a"? < 4,

és k > 1, hiszen C'= x +y > 1 is valtozatlanul fennall.

Nem lehet a sem 2, sem 3. Ugyanis a d szamjegy a — 1-nél kisebb, mert kiilonben z2-bsl az ugyanannyi a — 1 jegybél
all6 szamot levonva nem kaphatunk pozitiv maradékot. Ilyen pozitiv d nincs, ha a = 2; az a = 3 esetben pedig d csak
1 lehetne. Ekkor a (3)-bol és (2)-bsl adodo
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Osszefiiggés szerint C' paratlan, igy k értéke nem lehet 2, tehat (4)-et figyelembe véve k = 3, igy . =7, és 72 a 3-alapu
szamrendszerben mar tobb mint 3-jegyd.

Minden a = 4 alapszam esetében (4) alapjan k < 2, tehat £k =2, C = a+ 1 és z? kétjegyt, ezért 22 < a?, x
egyjegyd, azaz x < a.

(5) r+y=a+1
és x > y alapjan y széba jové értékei 2, 3, 4, ..., ag, ahol ag az a legnagyobb egész szdm, amelyre még ag < a+ 1 — ayg,
azaz 2a9 < a+ 1.

a a—1
Ha a paros, a = 2u, akkor ag = u = > ha a paratlan, a = 2u + 1, akkor ag = u = —5 tehét ap mindenképpen

az a legnagyobb egész szadm, amelyik még nem nagyobb g—nél, a szokasos jeloléssel ag = [g}
Minden ilyen y esetén x = a+1—y és d = x —y = a+ 1 — 2y kielégiti (1)-et és (2)-t, tovabba x? kétjegyi, hiszen
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Az z, y, d szamharmasok akkor megoldasai feladatunknak, ha 22 mindkét szamjegye kiilon-kiilon d-vel nagyobb
y* megfelels jegyénél. Ha ez a feltétel a masodik jegyekre teljesiil, vagyis az

2 = y*dC = y* + (d + ad)

Osszeadast jegyenként végezve (elGszor a d, majd az ad tagot adva hozza) y? + d els6 szamjegye ugyanaz, mint y2 elsé
jegye, akkor teljesiil az elsG jegyekre is. Igy ugyanis nem visziink 4t maradékot, az ad tag az y*-nek a helyi értékid
jegyét noveli d-vel, és 22 els6 jegyét adja, mert itt nem lehet maradékatvitel, hiszen z? < a?.

A masodik jegyek nagysagviszonyanak vizsgalatat megkonnyiti a kovetkezs észrevétel: Legyen z = y — 1, ekkor 22
és 22 masodik szamjegye megegyezik, hiszen igy x + z = a, tehat 2% — 2% = (x + 2) - (x — 2) = a(x — 2), kiilonbségiik
oszthatd a-val. Elegendd tehat azoknak az y-értékeknek a szdmat meghatarozni, melyek négyzetének masodik jegye



kisebb a naluk 1-gyel kisebb z szam négyzetének masodik jegyénél. Ez z < y miatt csak gy lehetséges, hogy 2?2 els6
jegye kisebb 2 elsé jegyénél, mégpedig pontosan 1-gyel, hiszen 4> — 22 =y +2=2y— 1<z 4+y—1=a.

Eszerint az y = 2,3,...,a¢ szdmok négyzetében elsé jegyként minden szamjegy el6fordul a% els6 jegyéig (a > 4
esetén 0 is), és minden el6fordulé kezdd szamjegyhez pontosan 1 megfelels y-érték tartozik, mégpedig a legkisebb azok
koziil a szamok koziil, amelyeknek négyzete az illets szamjeggyel kezdédik. Ha 32 els6 szamjegye 0, akkor y-hoz nem
tartozik megoldasa a feladatnak, hiszen ekkor a z =y — 1 > 1 szam négyzetének mésodik szamjegye mindig kisebb g2
masodik jegyénél. Igy a feladatnak megfelels y-értékek (és z, y, d értékrendszerek) szama egyenls a3 elss szamjegyével.
Ezt megadja az a% : a hanyados egész része, tehat a megoldasok szama
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Eredményiink megfelel az a) részben kapott eredményiinknek, hiszen a = 10 esetén ag = 5, és a3 els6 jegye 2.



