I. megoldas. Legyen az e egyenesnek a négyszog belsejébe es6 szakasza PQ, és M felezze PQ-t. Ha e azonos a
négyszog egyik atlojaval, akkor a feladat allitasa semmitmondé. Feltehetjiik tehat, hogy e a két atld kozott halad, igy
a négyszoget szemkozti oldalaiban metszi. Valasszuk tgy a bettzést, hogy P a négyszog BC, @ a DA oldalszakaszan
legyen. Tiikrozziik az A csicsot a PQ szakasz t felez6 merélegesére, kapjuk az A; pontot. Megmutatjuk, hogy A; rajta
van az ABCD négyszog koré irt k koron.

AA; || PQ, hiszen mindketts merdleges t-re. PM A1 <t = M Ay A<, mert valtoszogek, M A1 A<t = M AA; < a tiikkr6zés
miatt, és ez utobbi azonos a C'AA; szoggel, tehat PM A<« = CAA <. (Az 1.a-1.b abrakon t szétvalasztja A-t és B-t.)
Az Ay, B, P, M pontok egy koron vannak, hiszen

PBM«=CBD<=CAD< = MAQ< = MA,P<«,

egyrészt a keriileti szogek tétele, mésrészt a tiikkrozés miatt, és mert az A;, B pontok az M P egyenesnek ugyanazon
az oldalan vannak. Ha az A és B pontok az A;C egyenes azonos oldalan vannak, akkor a B és M pontok is ugyanazon
az oldalan vannak az A; P egyenesnek, igy az A1 P szakasz a B és M pontokbdl egyenlé szogben latszik.
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Mivel A; BP és A1 BC szogek azonosak, a PM Ay és C AA; szogek pedig egyenlSek, az A1 C' szakasz is ugyanakkora
szogben latszik az A és B pontokbol, A; tehat valoban rajta van az A, B, C' pontok altal meghatarozott k koron.

Ugyanezt kapjuk, ha az A1C egyenes elvalasztja az A és B pontokat (1.b dbra). Ebben az esetben az A, P egyenes
is elvalasztja az M és B pontokat, az A1 BP és PM A, szogek tehat 180°-ra egészitik ki egymast, igy az A1 BC' és
C AA; szogek is 180°-ra egészitik ki egymast, és A; most emiatt lesz a k koron.

Hasonloan adodik allitasunk, ha A és B a t-nek ugyanazon oldalan van (2. dbra).

A,‘i\v—/ A
2. dbra

Mivel A; a k koron van, az AAy szakasz felez6merdlegese, a t egyenes a k kor atmérGje, igy felezi a rad merGleges e
egyenesre es hirt, amint azt bizonyitanunk kellett.

Megjegyzések. 1. Lényegében ugyanigy halad a megoldas, ha a ¢ egyenest eleve az M-en atmend atmérének vessziik
fel (2. 4bra). Ebben az esetben A; nyilvan a k korre keriil, ellenben bizonyitanunk kell, hogy PQ is mer6leges t-re.
Mivel ezt nehéz kozvetleniil belatni, a versenyzk tobbsége a feladat allitasanak a forditottjat bizonyitotta, hogy ti.
ha egy az M-en atmend e egyenesnek M a korre esd huarjat felezi, akkor felezi a négyszogbe es6 szakaszat is. Ha M
és k kor O kozéppontja azonos, akkor — mint az kénnyen lathaté — minden egyenesnek megvan mindkét tulajdonsaga.
Ha M és O nem azonos, akkor M nyilvan akkor felezi az e egyenesre es6 hart, ha e 1 OM. Ha tehat belatjuk
egyrészt, hogy ebbdl kovetkezik, hogy M felezi az e egyenes négyszogbe es6 szakaszat, masrészt, hogy olyan egyenes
is csak egy van, amelyiknek a négyszogbe ess szakaszat M felezi, akkor e ketts egyiitt kiadja a feladat allitasdnak



a bizonyitasat. Az els6 rész a fenti megoldashoz hasonlé médon bizonyithato: mivel PM A <t = A1 AC<, az Ai, B,
P, M pontok egy koron vannak, tehat PA;M< = PBM<, viszont ez teljesiil a @ pont tiikrézésébél szarmazo P*
pontra is: P*A1M< = PBM<, P* tehat azonos P-vel. A méasodik rész bizonyitasaval kapcsolatban a II. megoldas
els6 mondataira utalunk.
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2. Ha az egész négyszoget tiikkrozziik az OM egyenesre, akkor P és () a megfelel6 oldalak metszéspontja lesz, és
azt kell megmutatnunk, hogy PQ L OM. Valéban, az M pontban keletkezett 12 szodg koziil a 3. d4bran azonosan
jelzettekrsl konnyen kimutathato, hogy egyenlGek, amibél mar kovetkezik az allitdAsunk. Ebben az esetben azonban
fel kell hasznalnunk, hogy olyan egyenes, amelyen levé hurt M felezi, ill. olyan egyenes, amelynek a négyszogre esé
szakaszat M felezi, csak egy van, mert csak ennek belatasa utan kovetkezik a feladatunk allitasa abbol, hogy az altalunk
adott konstrukci6 mellett a P(Q) egyenesnek mindkét tulajdonsaga megvan.

4. dbra

3. Azt viszont, hogy ha M felezi PQ-t, akkor a PQ szakasz t felez6 merélegese dtmegy a k kor kdzéppontjan,
tiikrozés nélkil is belathatjuk (4. abra). Legyen @1 az AD, P; a BC szakasz felezSpontja. Feltehetjiik, hogy a Q1
ponthol a DM szakasz latszik hegyesszog alatt, ekkor az AM D, BM C haromszogek hasonldsidga miatt a P; pontboél
ugyanakkora « szog alatt latszik a C M oldal. Attol fiiggGen, hogy a P, ill. a @ pont a P;C, ill. Q1D szakaszra esik-e
vagy sem, az M P, ill. M Q szakasz vagy «, vagy 180° — « sz0g alatt latszik a Py, ill. Q1 pontokbol.

Keressiik meg a t egyenesnek az e egyenes A és B cstucsokat tartalmazoé oldalara esé félegyenesén azt az O pontot,
ahonnan az M P és M@ szakaszok a sz0g alatt latszanak. Akkor az O, P, P;, M, ill. O, Q, @1, M pontok egy—egy
koron lesznek, melyeknek OP és OQ atméréi, az OP, P, OQ1Q szdgek tehat derékszogek, igy O a k kor kézéppontjaval
azonos.

II. megoldas. Tiikrozziik az ABC D négyszoget és a koré irhatd k kort a négyszog atloinak M metszéspontjara. Ha
M mindkét atlot felezi, a négyszog és a k kor onmagaba megy at, ebben az esetben az M ponton dtmend egyeneseknek
a négyszogbe és a korbe esd szakaszat is felezi M, allitasunk tehat igaz. Ha M csak egy atlot felez, valasszuk ugy a
betiizést, hogy ez az AC atlo legyen, és teljesiiljon, hogy BM < M D. Akkor a tiikrozés sordn az A és C csucsok helyet
cserélnek, a B csucs, és a belgle kiindulé AB, BC oldalak a négyszog belsejébe, a D cstcs és a belsle kiindulo C'D,
DA oldalak a négyszogon kiviilre keriilnek, igy csak az AC atlonak felezi M a négyszogbe es6 darabjat, AC viszont
egyben a k-nak is hirja, allitdsunk tehat ismét nyilvanvalé.
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A tovabbiakban feltehetjiik tehat, hogy M egyik atlot sem felezi. Valasszuk ugy a bettizést, hogy az AC atlon A,
a BD &tlon B legyen az M-hez kozelebbi cstcs (5. dbra). A tiikrozés soran kapott A; és By csucs az eredeti négyszog
belsejében lesz, a Cy, D1 csics pedig azon kiviilre keriil, igy csak a BC' és A1 D1, ill. DA és B szakaszok metszhetik
egymast a tiikkrozott és az eredeti négyszog keriiletén. Legyenek a metszéspontok P és @), ekkor csak a P(Q) egyenesnek
felezheti M a négyszogbe es6 szakaszat. A kapott BD1 P és A;CP haromszogek hasonloak, hiszen P-nél levés szogiik
egyenld és
A10P<I - AOB<I = ADB<I - A1D1B1<I - PD1B<,

emiatt

AP BP

PC  PDy’
A tiikrozés miatt viszont A1 P = AQ és PD, = QD, tehéat

AQ-QD = BP - PC,

azaz a P és ) pontoknak a k korre vonatkoztatott hatvanyuk egyenls. (Ismeretes, hogy egy k korhoz adott P pontboél
huzott szel§ darabjainak szorzata fiiggetlen a szel6 valasztasatol — ezt a szorzatot nevezziik a P pont k korre vonatkozd

hatvanyanak.) Ebb6l mar kévetkezik a bizonyitando allitas, hiszen ha a PQ egyenes a k kort az R, S pontokban metszi,
és PS > @S, akkor

RP-PS=RQ-QS,
és mindkét oldalbol RP - QS-t levonva kapjuk, hogy
RP(PS —QS)=(RQ— RP)QS,
ahol PS — QS = PQ = RQ — RP, tehat valoban RP = S, azaz RM = MS.
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Megjegyzések. 1. Azt, hogy a P, Q pontok k-ra vonatkozd hatvanya egyenld, tiikkrozés nélkiil is belathatjuk.

Huazzunk P-n és Q-n at parhuzamosakat az AC, BD atlokkal (6. abra), igy az egyméashoz hasonlé ADM, BCM
haromszogek mindegyikét egy paralelogrammaéra és két haromszogre vagtuk fel. A keletkezett négy kis haromszog
hasonlé az eredeti haromszogekhez, a paralelogrammak is hasonlék, és mivel PM és M@ atléik egyenlsk, egybevagoak
is. Legyenek az ADM és BC'M haromszogek oldalai rendre u, v, w, ill. u1, v1, wy, és a DQ, QA, ill. CP, PB alapu
kis haromszogek oldalai a megfelel6 nagy haromszogek oldalainak rendre A, p, ill. Ay, pi-szeresei. Az AC atloval



parhuzamos oldalt a DQ és PB alapu, a BD atloval parhuzamos oldalt pedig a QA, PC alapu haromszogben felirva
kapjuk, hogy
AV = pyug; pu = A1v1,

ezeket Osszeszorozva
ALUY = A\ u101.

Az ADM, BCM haromszogek hasonlosiga miatt
U:wWw=1uj:w és VIw =] W,
ezt a két ardnypart 6sszeszorozva kapjuk, hogy
wv : w? = uyvy : wi
Ebbél kovetkezik, hogy
AW - pw = A\w; - ppw,

ami épp a bizonyitandé egyenlgség:
DQ-QA=CP-PB.

Belathatjuk ezt a szinusz—tétel felhasznalasaval is (7. abra):

BP BP QD  sine sine sin¢( sin¢ AQ PC &

QD MP QM sinB sind sina siny QM  MP PC’

“C 7. dabra

2. Ha felhasznaljuk, hogy két egymast metsz6 korre azon pontok mértani helye, amelyeknek a két korre vonatkozd
hatvanya egyenls, a két kor metszéspontjain dtmend egyenes, akkor megoldasunk rovidebben is befejezhets. A P
pontnak a k korre vonatkozé hatvanya BP - PC, a k' korre vonatkozé hatvanya A; P - PD;, mivel ez a két szorzat az
A1 BD,C hiirnégyszogben egyenls, P — és hasonlé modon Q is — rajta van a k és k' korok hatvany-vonalan, igy a két
kor centralisa merdleges PQ-ra, a tiikrozés miatt dtmegy M-en, és felezi a k kor P(Q egyenesre es hurjat.



