I. megoldas. A kivant 6 targyat kivalaszthatjuk a kovetkez6 moédon: Valasszunk ki 2 tanulét és egy targyat,
amelyikbdl kiilonbo6zs jegyet kaptak. A feladat feltétele szerint ilyen targy van. Ezutén egyenként vesziink hozzajuk a
tobbi tanulokbol, és valasztunk ki egy-egy tantargyat.

Ha kivalasztottunk méar k tanulot (k = 2, 3, 4, 5 vagy 6) és k—1 targyat ugy, hogy a k tanulé kéziil barmely kettének
a k—1 targy valamelyikébdl kiilonb6z6 osztalyzata van, akkor egy k+ 1-edik tanulénak, mondjuk N-nek, ebbél a k—1
targybol legfeljebb a k tanul6 egyikével egyezhetnek meg az érdemjegyei. Ha van ilyen A tanul6, akkor feltétel szerint
van olyan targy, amelyikbsl A-nak és N-nek kiillonbozd osztalyzata van, kivilasztunk egyet. Ha ilyen tanuld nincs,
akkor ajabb targy kivilasztasara nincs is sziikség, de hozzavehetiink tetszés szerint egyet a méar kivalasztottakhoz és
kaptunk a k + 1 tanuldhoz k targyat a kivant tulajdonsaggal. k = 6-ig haladva a 7 tanuléhoz 6 targyat valasztunk igy
ki a feladat allitdsanak megfelelGen.

II. megoldas. Vegyiink egy targyat. Ha ezt elhagyva a tobbi koziil is talalhaté barmely két tanuléhoz olyan,
amelyikbdl a két tanulé osztalyzata kiilonbozs, akkor a kivett targyat hagyjuk el. Ezt ismételjiikk a maradé targyakkal,
amig lehet. Megmutatjuk, hogy legfeljebb 6 targyat kell megtartanunk. Az hogy egy térgy sem hagyhatoé el, azt jelenti,
hogy még egy targyat figyelmen kiviil hagyva van olyan par a didkok kozt, akiknek a bizonyitvanya a t6bbi megtartott
targyban megegyezik.

Jeloljiik a tanulokat egy-egy ponttal, a targyakhoz pedig valasszunk egy-egy szint. Egy-egy targy szinével kossiik
Ossze azokat a didkparokat abrézolé pontparokat, akiknek a bizonyitvanya egyediil ennek a targynak az osztalyzataban
kiilonbozik. Ekkor mindegyik targy szinével dssze van kdtve legaldbb egy pontpér, egy pontpar viszont legfeljebb egy
szinnel van 6sszekotve.

Megmutatjuk, hogy ha egy pontbdl elindulunk, és szines vonal mentén haladva ponttol pontig, visszaériink a kiin-
dul6 pontba, és valamilyen szind Ssszekotésen athaladunk, akkor legalabb még egyszer kellett ilyen szinti 6sszek6tésen
haladnunk. Igy ha minden szind 6sszekotésbol csak egyet tartunk meg, akkor a maradé vonalrendszerben mar egyik
pontbol sem juthatunk vissza ugyanoda a megmaradt vonalak mentén haladva, hacsaknem ugyanazokon a vonalakon
megyiink oda és vissza. Megmutatjuk méasrészt, hogy ha az utolsé tulajdonsag teljesiil, akkor kevesebb pontpar van
0sszekotve, mint ahany pont van.

Ezzel a feladat allitdsa bizonyitast nyer, mert a megtartott 6sszek6ts vonalak szama megegyezik a hasznalt szinek,
vagyis a megtartott tantargyak szamaéaval, és ez az utolsé allitas szerint kevesebb a pontok, vagyis a tanuldk szaménal,
7-nél, tehat legfeljebb 6. (Ha annal kevesebb, akkor tetszés szerinti targyak hozzavételével kiegészithetjiik a szamukat
6-ra, ez nem valtoztat azon, hogy béarmely két tanuld bizonyitvanya kiilonbozo.)

Tegyiik fel, hogy az A; tanul6t dbrazold pontbol az As-t, As-at, si. t., Ax-t dbrazold pontokon keresztiil visszajutunk
Aj-be szines vonalak mentén haladva, és kdzben az Ai-et As-vel 6sszekot6 szinti — mondjuk torténelmet jel6ls — vonalon
tobbszor nem kellett athaladnunk. Ekkor Ay és A, érdemjegye torténelembdl kiilonbozik. As bizonyitvanya As-étol
csak egy targy érdemjegyében kiilonbozik, mert 6ssze vannak kotve szines vonallal, és ez a targy nem a torténelem, igy
torténelembdl As jegye megegyezik As-ével; hasonloan Ay-é (ha k > 3) és a t6bbi szamba vett tanuloé egészen Ag-ig
Ag torténelem érdemjegyével egyezik meg. Ezen kivill még Ay és A; érdemjegyének is egyeznie kellene torténelembdl,
ez azonban nem lehetséges, mert Ay érdemjegye As-ével egyezik, és az kiilonbozik A;-étél.

A kovetkez6t kell még bizonyitanunk: ha egy pontokbol (legalabb 1-bél) és bizonyos pontparokat 6sszekotd vona-
lakbol 4ll6 dbran (megengedjiik azt is, hogy egy pontpar se legyen Gsszekotve) semelyik pontbol indulva sem lehet
ugyanoda visszajutni, hacsak nem ugyanazon az uton megyiink oda és vissza, akkor kevesebb pontpar van 0sszekotve,
mint a pontok szdma. Ezt az 6sszekdtott pontparok szadmara vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha egy pontpar
sincs Osszekotve, akkor az allitas nyilvanvaléan helyes. Legyen most egy a feltételeknek megfelel6 abrank, amiben van
Osszekotott pontpér, és tegyiik fel, hogy igaz az allitds minden olyan abréara, amiben kevesebb pontpar van 6sszekot-
ve. Valasszunk ki egy AB 0sszekotott pontpart. Ha ezt az Osszekotést elhagyjuk, a maradé abran nem lehet eljutni
A-bo6l B-be, hiszen kiilonben az eredeti abran visszajuthatnank A-bol A-ba ugy, hogy a BA Osszekotésen csak egyszer
haladunk at. Igy azok a pontok a koztiik levs Gsszekotésekkel egyiitt, amelyekbe A-bol B érintése nélkiil, illetSleg
amelyekbe B-bdl A érintése nélkiil el lehet jutni, tovabba azok, amelyekbe sem A-bol, sem B-b6l nem lehet eljutni (ha
vannak ilyenek), egy-egy a feltételnek megfelelg dbrat alkotnak (az elébbi ketts allhat esetleg egyediil az A, ill. a B
pontbol), és nincs kozos pontjuk. Ezek mindegyikében kevesebb Gsszekotés van, mint az eredeti abraban, hiszen az AB
osszekotes egyikben sem szerepel. Igy feltevésiink szerint mindegyik részben kevesebb pontpéar van 6sszekotve, mint
a pontok szama, tehat az egész dbraban — az AB Osszekotéstdl eltekintve — legalabb 2-vel kevesebb, mint a pontok
szama. Hozzavéve ezekhez az AB 0Osszekotést, még mindig kevesebb az Osszekotések szama, mint a pontoké.

Ezzel az indukcion bizonyitast befejeztiik, s igy a feladat allitasa is bizonyitast nyert.

Megjegyzés. Mind a két megoldas altalanosan azt adta, hogy ha k tanul6é koziil barmelyik kett§ bizonyitvanya
kiilonbozs, akkor kivalaszthatéd legfeljebb k — 1 tantargy gy, hogy csak az ezekbdl kapott érdemjegyeket nézve is
barmelyik két tanul6 bizonyitvanya kiillonbozik.



