I. megoldas. Az ABC haromszogbe irt négyzet D és E cstcsa legyen a BC' egyenesen, F' és G pedig a C A, illetSleg
AB egyenesen. Megmutatjuk, hogy a beirt kor kdzéppontja nem lehet az AFG, BDG, CEF haromszogek egyikében
sem. Mivel a kozéppont a belsd szogfelez6k metszéspontja, dllitdsunk kénnyen adodik a kovetkezs segédtételbdl.
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Ha egy PRS haromszog R-nél és S-nél levs szoge nem tompaszog, és az RS oldalra, annak ellenkezs oldaldn, mint
amelyiken a haromszog van, RSTU négyzetet rajzolunk, tovabba a T csticson at egy e egyenest htizunk, amelyik nem
metszi a négyzetet, akkor az RPS sz6g felezGjének a haromszogbe es6 minden V' pontja messzebb van e-t6l, mint a
PR, PS egyenesektSl. A PRUT'S 6tszog a haromszog szogeire tett feltevés folytan konvex, igy az egyenes teljesen rajta
kiviil fekszik, tehat V-t e barmely pontjaval 6sszekotd szakasz metszi az Otszog keriiletét, tehat hosszabb valamelyik
Otszogoldaltol valo tavolsagnal. Ezek kozott viszont a PR, PS oldalaktol valo (egyenls) tavolsag a legkisebb, mert az
RU, ST oldalakra bocsatott merdleges metszi P R-t, illet6leg PS-t, tehat hosszabb a megfelel§ oldaltol valo tavolsdgnal,
a TU oldaltol valo tavolsag viszont nagyobb a négyzetoldalnal, mig a PR, PS-t6l valo tavolsag nem nagyobb, mint
a szogfelezs és az RS oldal Z metszéspontjanak tavolsaga ezektdl az egyenesektdl, az pedig nem nagyobb a ZR, ZS
kisebbikénél, s igy nem nagyobb a négyzetoldal felénél.

Segédtételiink alkalmazhat6 az AFG, BDG, C EF haromszogekre, ha az ABC< = 8 és AC B< = v nem tompaszog,
mert ekkor az AFG haromszog F-nél és G-nél levs szoge v, illetSleg 5, tehat nem tompaszog. A BDG és CEF
haromszog, ha nem valik egyenesszakassza, akkor derékszogi, és a kozos oldalnak ellenkez6 oldalan van, mint a négyzet.
Igy a beirt kor kozéppontja nem lehet a szogfelezéknek a négyzeten kiviili részében, tehat a négyzetbe kell hogy essék.

Megjegyzés. Csak a négyzetoldalak melletti szogekrsl hasznéltuk ki hegyesszog voltukat, igy ha a beirt négyzet két
csticsa a legnagyobb oldalon van, az allitds minden haromszogre érvényes. Az allitas érvényessége a tovabbi megoldasok
bizonyitasaibdl is adodik, a III. megoldas esetében a megjegyzésbeli kiegészitéssel.

II. megoldas. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva azt mutatjuk meg, hogy mindegyik szogfelezé a négyzet
két szemkozti oldalat metszi. Ebb6l kovetkezik, hogy a B-bdl, illetSleg C-b6l huzott szogfelezé a C'F, illetéleg BG
szakaszon metszi a szemkozti oldalt, igy mindkettének a haromszogbe es6 szakasza benne van a BC'F'G trapézban, a
harmadik szogfelez6nek a haromszogbe es6 szakaszat viszont az AGDEF 6tszog tartalmazza, igy metszéspontjuk a
mindkét idom altal fedett sikrészben, tehat a DEFG négyzetben van.
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A harom haromszog esetét ismét egyiitt targyalhatjuk. A PRS haromszog R-nél és S-nél levs szoge ne legyen
tompaszog, rajzoljunk az RS oldalra, annak ellenkezé oldaldn, mint amelyiken a haromszog van, RSTU négyzetet, és
az RPS sz6g felezGjének egy pontja legyen V. A feltételekbdl kovetkezik, hogy U és T az RPS szogtartomanyban van.

A szogfelezs pontjai egyenls tavol vannak a PR és PS egyenestsl, az RPV szogtartomény pontjai az RP szarhoz,
az SPV tartomanyéi az SP szarhoz vannak kozelebb. Az U pont tavolsdga a PR egyenestdl kisebb U R-nél, tehat a
négyzet oldalanal. Masrészt U az RST szogtartomanyban van, tehat a belSle PS-re bocsatott meréleges metszi az
RS vagy ST egyenest, s igy mar a négyzetbe esé szakasza legalabb akkora, mint UR vagy UT, tehat mint a négyzet
oldala. Igy U az RPV szdgtartomanyban van, és ugyanigy lathato, hogy T az SPV szogtartomanyban van. Igy a
szogfelez6 az U PT szogtartomanyban van, tehat metszi az UT szakaszt, masrészt az RS szakaszt is, tehat a négyzet
két atellenes oldalat. Ezt akartuk bizonyitani.




Megjegyzés. Felhasznaltuk azt, hogy az RPV szogtartomanyban levé U pont kdzelebb van RP-hez, mint S P-hez.
Ezt igy lathatjuk be: Legyen U vetiilete a PR, illetGleg PS egyenesen Uy, illetSleg Us, az U-n at P R-rel parhuzamos
egyenes metszéspontja a szogfelezével Z, és ennek vetiilete PR-en és PS-en Zy és Zs. Ekkor egyrészt az UyUZZ,
téglalapbol, és mert Z a szogfelez6n van, UUy = ZZ1 = ZZ,. Masrészt az UsU Z < hegyesszog (vagy 0°), mert vagy
UsU fut a derékszogt U U Z szogtartomanyban (ha RPS< > 90°), vagy az U UU; szogtartomany tartalmazza U Z-t.
igy az UsUZ Z5 derékszOgl trapézban (ami egyenesszakassza is lapulhat) UUs > ZZs = ZZ; = UU,, és ezt akartuk
bizonyitani.

III. megoldas. Hegyesszogi haromszogre bizonyitjuk az allitast a feladat szovegének megfelelGen, az el6z6 meg-
oldas segédtételére adva Gj bizonyitast, ha RPS sz6g hegyesszog.

ElGszor azt az esetet vizsgaljuk, ha a haromszog S-nél derékszogt. Messe a P-bél huizott szogfelezs az RU egyenest
V-ben. A PRV haromszog egyenld szart, mert RV P< = VPS< = VPR« Igy VR = PR > RS = RU, vagyis V
az RU oldal U-n tali meghosszabbitasan van. A PV szakasz tehat az egymassal szemben levé SR és TU oldalakat
metszi.

Ha R-nél és S-nél hegyesszog van a PRS haromszogben, akkor rajzoljuk meg a haromszog koré irt kort. A P-bél
huzott szogfelez6 ezt a P-t nem tartalmazé SR iv Z felez6pontjaban metszi. Messe UR és T'S meghosszabbitasa a
kort mésodszor Pj-ben, illetSleg Pr-ben. Mivel a haromszog hegyesszogl, P a rovidebb Py Pe iven van. Az SP; R<
és SPyR< felezG egyenese is atmegy Z-n, és az el6bbi szerint kozrefogja a PZ szogfelez6t. Az els6 két szogfelezs a
fontebb targyalt specidlis esetbdl adoddéan a T'U szakaszt metszi, tehat a koztiik levé PZ szogfelezs is, és ezt akartuk
bizonyitani.

Megjegyzés. Ha SPR< > 90°, akkor pl. abbdl adédik a segédtétel helyessége, hogy Z nincs messzebb T'U-t6l, mint
RS-t6l, s igy P ra vonatkozo P’ tiikorképe a TU ellenkez6 oldalan van, mint P, és azzal egyiitt az RU és ST egyenesek
kozt fekszik.

IV. megoldas. Mozgassunk egy BC-vel parhuzamos e egyenest a BC' oldaltol A felé, és bocsassunk az AB és AC
oldallal valé G és F' metszéspontbol minden helyzetben merGlegest BC-re. A keletkez6 beirt téglalap F'G oldala a ra
mer6leges oldal novekedésével allanddan csokken.

Amig e elvalasztja a beirt kor O kozéppontjat és a BC oldalt, addig a téglalap magassaga legfeljebb a beirt kor o
sugarat érheti el, viszont alapja nem kisebb az O-n d&tmeng egyenes haromszogbe esd szakaszanal, ami nagyobb 2p-nél.
A beirt négyzet tehat ezek kozt a téglalapok kozt nem szerepel.
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Tovabb mozgatva e-t, a téglalapok mindaddig tartalmazzadk O-t, mig az az egyik BC-re merdéleges oldalra nem
keriil. Tartozzék ehhez a helyzethez a Dy Fo FoGo téglalap, és essék O pl. az FEoFy oldalra. Ekkor FoFy > 29, viszont
GoFy < p, ugyanis az AB és AC oldalak érintkezési pontja a korrel az AGs, ill. AFy szakaszok meghosszabbitasan
van (hiszen kézelebb van BC-hez, mint 2p), a G2 Dy egyenes pedig a BAC' szbgtartomanyban halad, ha ABC szog és
ACB sz6g nem tompa, igy van kozos pontja a korrel, tehat annak E;Fh-re merdleges sugaraval is. Igy ez a téglalap
sem négyzet, sem azok, amelyek e-nek A felé torténd tovibbmozgatasaval keletkeznek.

Az ABC héaromszogbe beirt, BC oldalon nyugvé négyzetnek ezek szerint az O-t belsejiikkben tartalmazo téglalapok
kozt kell lennie.



Megjegyzés. A t6bbi megoldasbol is kiolvashatd, amit itt kimondtunk, hogy a négyzet a kor kdzéppontjat belsejében
tartalmazza.

Az utols6 megoldas azt is adja, hogy a haromszogbe beirt fél-négyzetek — akar a BC-n nyugvo oldal fele a méasiknak,
akar a rd meréleges oldal — szintén belsejiikben tartalmazzak a beirt kor kézéppontjat. Ez kénnyen leolvashato az els6
megoldasbol is.



