Az aldbbi megoldasok mindegyikében a kort az ABC haromszog AB oldala, mint atmérg folé rajzoljuk. A harom-
szogekben szokasos jeloléseket hasznaljuk, legyen tovabba a kor és az AC, BC oldal metszéspontja P, illetSleg @, a
kor kozéppontja O, és a hdromszog magassagpontja M.

I. megoldas. Messe a C' M magassagvonalat a kor P-beli érintGje F-ben, a Q-beli érinté G-ben (2. dbra). Azt kell
belatnunk, hogy F és G egybeesnek.
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Thalész tétele miatt P a B-b6l huizott magassag talppontja, ezért a P koriili, pozitiv irdnyta 90°-os elforgatéas az
ABP haromszoget atviszi egy a hozza hasonlo M C P haromszoggel parhuzamos oldali haromszégbe, a PO sugarat
pedig a ra mergleges PF érintére. Mivel O felezi AB-t, azért F' a C M szakasz felezGpontja.

Az ABQ haromszoget @ koriil az elbbivel ellentétes iranyban atforgatva a C' M Q haromszoggel hasonlo helyzetbe,
ugyanigy lathato, hogy G is a CM szakasz felezGpontja, azaz egybeesik F-fel. — Ezzel a feladat allitdsanal tobbet
bizonyitottunk be, mégpedig azt, hogy a kérdéses metszéspont felezi a magassagpont és az elsé oldallal szemben fekvs
cstcs kozti szakaszt.

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy a P és @ pontokban huzott érint6k H metszéspontjat C-vel 6sszekots egyenes
meréleges AB-re, vagyis az ABC haromszog magassagvonala.

A HPQ héaromszog egyenld szara; P-nél és Q-nal levs szoge egyenld a kor PQ ivéhez tartozd barmely keriileti
szoggel, igy a PBQ szoggel is, melynek nagysiga a PBC derékszogili haromszogbol 90° — y. Ezért a PQ szakasz H-bol
180° — 2(90° — y) = 2y szogben latszik. PQ-nak C-bol vett latoszoge viszont y, és mivel C' és H a PQ egyenesnek
ugyanazon a partjan van, azért a H koriil irt, P-n és @-n atmend kor atmegy a C' csicson is. Ezért a C H(Q haromszog
egyenld szara, tehat

(1) HQC<a«=QCH<« = BCT«,

ahol T az AB és C'H egyenesek metszéspontja.

A HQC szdg csucsszoge egy a QB iven nyugvo keriileti szog, ezért egyenl$ az ugyanazon az iven nyugvd QAB
szoggel, ami 90° — 3. Igy a BCT haromszog C-nél levs szoge 90° — 3, vagyis a B-nél levs szogének potszoge, ezért a
T-nél levs szoge derékszog, CT vagyis CH valoban meréleges AB-re.

II1. megoldas. A C-b6l hizott magassag és a @) pontbeli érinté metszéspontjat ismét G-vel jelolve azt fogjuk
megmutatni, hogy a G mint kézéppont koriil irt, C-n dthaladé koron rajta van P is, @ is (3. abra). Ebbél ugyanis mar
kovetkezik, hogy GP = GQ, és igy az OPG és OQG héaromszogek harom-harom oldalban megegyezve egybevagoak,
ezért a GPO szog egyenls a GQO szoggel, az utobbi pedig 90°, tehat GP a P-ben hizott korérints.



Az AOQ és CGQ haromszogek oldalai paronként merélegesek egymasra, tehat a haromszogek hasonloak, és igy az
elébbivel egyiitt az utébbi is egyenld szart haromszog, QG = CG, @ valéban a mondott koron van, és

CGQ< = A0Q< =2 ABQ<,

mert az utolsd két szog az AQ iven nyugvo kozépponti, illetSleg keriileti szog.
Masrészt, az ABQ P hurnégyszogben az ABQ bels6 és a CPQ kiils6 sz0g egyenld, mert mindketts az APQ szog
180°-ra kiegészits szoge, ezért
CGQR<a =2CPQR<«.

Végill G és P a BC oldalegyenes ugyanazon oldalan van, ezért a mondott kor atmegy a P ponton is. Ezt akartuk
bizonyitani.

IV. megoldas. Legyen a C-bdl hizhatéo magassig és a P-beli, illetSleg Q-beli érinté metszéspontja ismét F
illetSleg G, a két érinté metszéspontja H. Az el6z6 megoldasban lattuk, hogy CG = QG. Hasonloan lathato be, hogy
CF = PF. Tovabba PH = QH, mert a korhoéz a H pontbél hazhaté érintGszakaszok.
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Ha F, G és H nem esne egybe, és példaul G a CF szakasz bels6 pontja lenne (4. dbra), akkor H a PF szakasz
F-en tuli meghosszabbitasan és a QG szakasz belsejében lenne, mert igy (és az eredeti feltevések szerint) PF bels6
pontban metszi a CGQ haromszog C'Q oldalat, a CG oldalat viszont a meghosszabbitasan, tehat a GQ oldalt is belsé
pontban metszi, vagyis

PH > PF=CF>CG=QG>QH = PH,

ami lehetetlen.

Ha F esnék a CG szakaszra, akkor hasonléan adédik, hogy mindeniitt az ellenkezd értelmi egyenlGtlenség allana
fenn, ami ugyancsak lehetetlen. Kell tehat, hogy a harom pont egybeessék, és igy az érint6k a magassagvonalon messék
egymast.

V. megoldas. Legyen a két érint6 metszéspontja H, a C cstcsbol hazott magassag talppontja T (5. abra).
Emlitettiikk mar, hogy AQ és BP a haromszog masik két magassaga. OH P és OH(Q haromszogek derékszoglek, és az
OH szakasz mint atmérs folé rajzolt k kor atmegy P-n és @Q-n. Megmutatjuk. hogy ez a kor atmegy a T’ talpponton
id]. Ebb6l mar kévetkezik a feladat allitasa, ugyanis ekkor az OTC' derékszog T'C szara atmegy az O-bol induld atmérs
mésik végpontjan, a H ponton is.

Az AOQ és a BOP szog, mint a BOQ), illetleg AOP egyenls szaru haromszog kiilss szoge, 23, illetve 2 nagysagu,
masrészt egyiittesen a 180°-ot egyszer és a POQ szOget kétszeresen fedik le, igy

POQ< = 2a + 28 — 180° = 180° — 2y.

LA k kér az ABC haromszog Feuerbach-kdre, amely atmegy a magassagok talppontjain, az oldalak felezGpontjain és a magassagpontot
a csucsokkal 6sszek6t6 szakaszok felez6pontjain. Lasd pl. Gallai T.— Hodi E. — Péter R. — Szabé P. — Tolnai J.: Matematika az alt. gimn.
II1. o. szdméra, 12. kiadéas, Tankdnyvkiad6, Bp. 1962. 183 — 188. o. — Az aldbbiakban azonban erre valé hivatkozas nélkiil bizonyitjuk be
allitasunkat.



Az ATQC és BT PC négyszogek hurnégyszogek (az els6 az AC, a masodik a BC' mint atmérs {61é rajzolt Thalesz-
korben), és igy a BTQ, illetsleg AT P kiils6 szogiik egyenls a PCQ = y szoggel. Ezek alapjan

PTQ< =180° — ATP< — BTQ< = 180° — 2y = POQ<.

Mivel O és T a PQ egyenesnek ugyanazon az oldalan fekszik, azért O, P, @) és T valoban egy koron van, és ezzel
igazoltuk allitdsunkat.

Megjegyzések. 1. A feladat megoldhaté a koordinatageometria modszereivel is, de igy még a koordinatarendszer
szokésos célszert megvalasztasa esetén is hosszadalmas szamitasokkal jutunk célhoz.

2. Ha az ABC haromszog barmelyik szoge derékszog, a feladat dllitasa érdektelen. Ha ugyanis a derékszog C-nél
van, a kérdéses érintk, ha pedig A és B valamelyikénél van, akkor az egyik érint6 és a magassag esik egybe.

3. Az olvaso a fenti megoldasok csekély valtoztatasaval konnyen belathatja, hogy az allitas tompaszogi haromszogre
is igaz, oldalszakasz helyett természetesen oldalegyenest mondva. Egy ilyen helyzetet mutat be a 6. abra.




