I. megoldas. 1. Keressiik elGszor az olyan poliédereket, amelyeknek minden hatarlapja haromszog. Legyen a poli-
éder egy AB élén atmend két hatérlap ABC és ABD. Az ABC'D héaromoldalu gula tekinthets a feladat kovetelményeit
kielégits poliédernek (nem valaszthato ki tobb kiilonboz6 csucsnégyes, 2. a. dbra).

9 B 2. dbra

Ha a poliédernek négynél tobb csiicsa van, akkor minden tovabbi csicsnak a D-n atmend, ABC-vel parhuzamos S
sikban kell lennie, mert az ABC sikban tobb csiics nincs, a t6bbi cstics ennek a siknak ugyanazon oldalan van, mint
D, és a siktol ugyanakkora tavolsagra, mint D, mert kiilonben az A, B, C' csucsokkal ABC D-ét6l kiilonbo6zo térfogata
gulat alkotna. Ugyanigy benne vannak a tovabbi csicsok a C-n atmend, ABD-vel parhuzamos sikban is, tehat a két
sik d metszésvonalan kell lenniiik (2. b. abra).

A tovabbi csicsok ezenkiviil az A, C', D csucsokkal is akkora térfogata gulat alkotnak, mint ABC'D, vagy az AC'D
sikban vannak. Az el6bbi esetben viszont annak a két az AC'D sikkal parhuzamos siknak egyikében vannak, amelyek
olyan tavolsdgra vannak az ACD sikt6l, mint a B cstcs. Ezek a sikok S-t egy a D-n dtmend e és a két oldalan egy-
egy vele parhuzamos e; és ey egyenesben metszik. Ezek parhuzamosak AC-vel, d-bol két az AB-vel egyenls szakaszt
metszenek ki. Tekintetbe véve még azt is, hogy a tovabbi csicsok BC D-vel is akkora térfogata gulat alkotnak, mint
ABCD, vagy a BCD sikban vannak, S-ben egy D-n d&tmend, BC-vel parhuzamos fy egyenest és a két oldalan egy-egy
vele parhuzamos f1 és fo egyenest kapunk, amelyek tavolsaga fo-tol akkora, mint az A cstcsé BC-t6l.

A d egyenes azon pontjai lehetnek cstcsai a poliédernek, amelyeken egy e; és egy f; egyenes is atmegy. Az ilyen
pontok az ey egyenes E metszéspontja és fo-nak az F' metszéspontja. Ugyanis a DEF haromszog egybevagd C' AB-vel,
mert oldalaik ellentétes irdnyban parhuzamosak, és D-bdl, ill. C-b6l hiizott magassagaik egyenlék. Ha a két pont egyikét
vessziik csak hozza A, B, C, D-hez, akkor keletkezik egy paralelogramma-lap, mi pedig most csak haromszogekkel
hatarolt poliédert, keresiink.

Az ABCEF D poliédert csupa haromszoglap hatarolja, ugy szarmaztathato pl. az ABCF D paralelogramma-alapt
gulabol, hogy azt az alaplap kézéppontjara tiikrozziik. Nevezziik roviden kett6s gilanak. Ez megfelel a feladat kove-
telményeinek, mert akdrhogy valasztunk ki négy csucsot, az A, E, a B, F' és a C, D szemben fekvs csucsparok egyike
koztik van, mondjuk B és F' (2. c. abra), és ehhez az ACED paralelogramma két szomszédos csucsat kell venniink,
ha nem egy sikban lev6 pontnégyest akarunk kivalasztani. Az igy kapott haromoldalu gula térfogata a kettds gula
térfogatanak negyedrésze.

2. Keressiink most a kdvetelményeket kielégits olyan poliédereket, amelyeknek van haromnal tobb oldala hatarlapja.
Legyen A, B, C egy ilyen lap harom egymas uténi csicsa. Egy a sikjukban fekvs tovabbi csicsnak rajta kell lennie
az A-n atmens, BC-vel parhuzamos egyenesen, mert egyrészt a hatarlap konvex, igy csicsai BC-nek azon az oldalan
vannak, amelyiken A, masrészt A-val egyenls tavolsigra is vannak BC-t6l, mert kiilonben volna két kiilonb6z6 teriileti
haromszog az ABC sikban, és ezek egy a sikon kiviil fekvg cstcesal kiilonbozs térfogati gulakat hataroznanak meg.
Ugyanigy adodik, hogy a C-n dtmens, AB-vel parhuzamos egyenesen is rajta kell lennie minden tovabbi csicsnak
(3. b. abra), tehat csak ezek D metszéspontja lehet még csticsa a hatarlapnak, és erre az AC'D haromszog teriilete is
egyenls az ABC-ével. Meggondolasunk azt is mutatja, hogy egy a feladat kovetelményeinek megfelel$ poliéder minden
hatarlapja vagy haromszog, vagy paralelogramma.

Legyen az AB élen atmend, ABCD-t6l kiilonb6z6 hatarlap egy tovabbi csicsa E. Az ABCDE paralelogramma-
alapt gala (3. a. bra) megfelel a feladat kovetelményeinek, mert bel6le haromoldala gila csak az alaplap valamelyik
csucsanak elhagyasaval keletkezik, és ezeknek a térfogata mindig a négyoldala gula térfogatanak a fele.

Ha a testnek 5-nél tobb csdcsa van, akkor hasonléan okoskodhatunk tovabb, mint a csak haromszogekkel hatarolt
poliéderek esetében. A tovabbi csucsok csak az E-of] atmend, az ABC sikkal parhuzamos S sikban lehetnek; tovabba
ahhoz, hogy az ABCD lap valamelyik harom csicséaval alkotott gulak egyenld térfogatiak legyenek, benne kell lenniiik
a CD élen dtmend, az ABF sikkal parhuzamos sikban, vagy lehetnek az ABFE sikban. Ezek a sikok S-b6l két az A B-vel
parhuzamos egyenest metszenek ki (a 3. b. abra folytonos vonallal kihtuzott egyenesei). Az A, D, E,a B, D, E és az A,
C, E csucsokat tartalmazé csucsnégyeseket is figyelembe véve harom egyeneshérmas adédik, — az el6z6 meggondolés
€0, €1, €2 €s fo, f1, f2 egyeneseinek megfelelGen, melyek rendre AD-vel, BD-vel, ill. AC-vel parhuzamosak (a 3. b.

LA 3. b abran F javitando E-re.



abra hosszu szaggatott vonallal, apro szaggatott vonallal, ill. pontozva jelolt egyenesei). A tovabbi esetleges csticsoknak
mindegyik egyeneshdrmas valamelyik egyenesén rajta kell lennie.

[4 .
a b / 3. dbra

Igy azok a pontok jonnek tekintetbe poliédercsiicsokként, amelyeken négy kiilonféleképpen jeldlt egyenes megy
at. Konnyen belathato, hogy ezek az egyenesek az S sikban ABC D-vel egybevagd paralelogrammakat, ezek atloit és
egyes cstucsokon atmend, atlokkal parhuzamos egyeneseket alkotnak. Harom olyan pont keletkezik, amelyiken mind a
négy féle egyenesbdl megy at egy-egy; kett6be E-bsl az AB éllel parhuzamos, egyenls hosszi, és egyezd, ill. ellentétes
iranyu szakasz vezet, egybe pedig AD-vel parhuzamos, egyenls hosszi és egyiranyu szakasz. Az elsé két pontbol csak
az egyik tartozhatik a poliéderhez. Ha a poliéderen a harom pont koéziil csak az egyik lesz csics, akkor haromoldali
hasabot kapunk (3. ¢. abra), és minden haromoldala hasab megfelel a feladat kovetelményeinek. Ha ugyanis kivalasz-
tunk négy csticsot, akkor a paralelogramma lapok harom kozos éle koziil valamelyiknek mind a két végpontja ki van
valasztva, minden tovabbi csics ezek valamelyikével valamelyik paralelogramma-lapon szomszédos, tehat mindig ki van
valasztva valamelyik paralelogramma-lap harom csiicsa, és ha a négy csics nincs egy sikban, akkor a negyedik cstcs
a paralelogrammahoz nem tartozé él egyik végpontja. Minden ilyen hdromoldala gila térfogata a hasib térfogatanak
harmadrésze.

G

B 4. dbra

Megmutatjuk végiil, hogy a harom pont koziil nem lehet kett§ egyszerre csicsa a poliédernek. Ha ugyanis az E-
t6l AD irdnyban levé F' pont is, az AB iranyban lev6 G pont is csicsa a poliédernek (4. dbra), akkor a CFG sikkal
parhuzamos sikban vannak az E, B, D cstucsok (a két csucsharmas alkotta haromszog megfelels oldalai parhuzamosak),
A pedig nincs egyik sikban sem, tehat pl. az ACFG és BCFG gulék kiillonboz6 térfogatiak. Ha G helyett az E-re
vonatkozé G’ tiikdrképe csiicsa a poliédernek, akkor az AD és BC' él szerepe cserélgdik meg, a DFG’ és EAC sikok
parhuzamosak, és B nincs egyikben sem. Igy pl. a BDFG' és ADFG’ gulak térfogata kiilonbozo.

A feladat kovetelményeinek tehat a paralelogramma-alapu guldk, a négyoldala kettds gulak és a haromoldala
hasabok felelnek meg, ide szamithatok tovibbé a haromoldala gualdk.

II. megoldas. 1. Keressiik sorra a kovetelményeket kielégits 4-, 5-, 6- stbh. csicsa poliédereket. Egy négy csicsa
poliéder csak haromoldala gula lehet és az megfelelének tekinthetd.

2. Legyen ABCDFE egy a kovetelményeknek megfelels 6t csicst poliéder, és A, B, C'; D ennek négy nem egy sikban
levé csiicsa. A konvexség miatt E nem lehet az ABCD gila belsejében vagy hataran, igy valamelyik harom csiicsan
atmend siknak ellenkezd oldalan van, mint a gula negyedik csicsa; legyen ez az ABC sik. A DFE szakasz ABC sikkal
valo Eq metszéspontja felezi a DFE szakaszt, mert az ABCD és ABCE gula térfogata egyenls, igy E ugyanakkora
tavolsagra van az ABC siktol, mint D (5. a. dbra).



5. dbra

Vagy benne van E az ABD sikban, vagy az ABDFE és ABCD gulak térfogata egyenls. Utobbi esetben bontsuk
ABDE-t az ABE1 D és ABFE1 FE gulakra. Ezeknek a kozos lapjukra bocsatott magassaga egyenld, és egyenls az ABC' D
gtla D-bél huzott testmagassagaval. Igy az ABE) haromszog teriilete fele akkora, mint az ABC haromszogé. 1 tehat
vagy az AB oldalon van, vagy azoknak az AB-vel parhuzamos egyeneseknek az egyikén, amelyek fele akkora tavolsagra
vannak t6le, mint a C csucs (5. b. dbra). Hasonléan rajta kell lennie Ej-nek a BC oldalon, vagy annak a két vele
parhuzamos egyenesnek az egyikén, amelyek BC-t6l félakkora tavolsidgra vannak, mint az A cstcs; ugyancsak teljesiilnie
kell az AC oldalra vonatkoz6 megfelel$ feltételnek is. Mindharom oldallal parhuzamos egyenes csak az AB, BC, CA
oldalak felez6pontjain megy at. Ezek barmelyikére is tiikrozziik D-t, paralelogramma-alapu galat kapunk, és az £ pont
keresése kozben méar biztositottuk, hogy az ebbdl kivalaszthaté barmelyik haromoldala gilanak ugyanakkora legyen a
térfogata.

3. Ha kivalasztjuk egy hat csiicst, a kovetelményeknek megfelels poliéder 6t nem egy sikban levs csicsat, ezek
is a kovetelményeknek megfelel poliédert hataroznak meg, mert minden a csicsai koziil kivalaszthatd pontnégyes az
eredeti poliéder csicsai koziil is kivalaszthatd, tehat barmely négy cstcs, ha nincs egy sikban, ugyanakkora térfogati
haromoldald gulat hataroz meg.

Eszerint, ha az ABC DEF poliéder teljesiti a kovetelményeket, akkor az itt nem egy sikban levs cstcs meghatarosta:
ABCDE poliéder is, tehat, mint éppen lattuk, paralelogramma-alapt galanak kell lennie. Az F' cstcs vagy a gula
valamelyik haromszoglapjanak, vagy a paralelogramma-lapnak ellenkezd oldalan van, mint a tébbi csics.

Legyen BC DFE a paralelogramma-lap, és ' az ABC lap ellenkezd oldalan, mint a gula. Az 6t csticst testnél kovetett
meggondolast egyrészt az ABCD gulara és az F' csucsra, mésrészt az ABCE gulara és az F' csucsra alkalmazva azt
nyerjiik, hogy F' a D csicsbol is, és E-bél is az AB, BC, C A élek egyikének a felez6pontjara valo tiikkrozéssel all eld.
A hat tiikorkép koziil csak E-nek AB felez6pontjara és D-nek AC felezGpontjara vonatkozo tiikorképe esik egybe, ez
lehet tehat csak az F' cstcs. Ez a AEDCF B haromoldala hasab (6. abra).

F 6. dbra

A haromoldala hasab valoban ki is elégiti a kovetelményeket. Ezt tudjuk mar az ABCDE guléara és az FBCDE
négyoldala gulabol kivalaszthaté haromoldala guldk térfogata ugyanakkora, mint az ABCDE-b6l kivalaszthatoke,
mert a két négyoldalu gula egyenld térfogata, ugyanis A és F tavolsdga a BC DFE paralelogramma sikjatol ugyanakkora.
Végiil az F pont valasztasa szerint az ADCF B, ill. az AEBFC poliéderbdl kivalaszthaté haromoldalu gualék is egyenld
terfogatuak, és térfogatuk egyenls az ABCD, ill. az ABCE gila térfogataval, amik az ABCDE gulanak is részei. Igy
az Osszes kivalaszthato haromoldala gulak egyenls térfogatiaak.

4. Keressiik most az olyan ABCDEF poliédereket, amelyekben F' az ABCDE gula BCDE paralelogramma-
lapjanak van ellenkezé oldalan, mint a gula. Ezekre az AF szakasznak a BC DFE sikba es6 Fy felezGpontja az el6z6khoz
hasonléan vagy a BC egyenesen van, vagy attél félakkora tévolsagra, mint a DFE egyenes; de ugyanakkor F} vagy
rajta van DE-n, vagy félakkora tavolsdgra van t6le, mint BC. A két feltételt egyszerre a paralelogramma BC-vel
parhuzamos kozépvonalanak pontjai elégitik ki (7. abra).



7. dbra

Ugyanigy rajta kell lennie F}-nek a C'D-vel parhuzamos kozépvonalon is: Igy Fy a paralelogramma kézéppontja, F
az A csucs erre vonatkozo tiikorképe, a poliéder kettds paralelogramma-alapu gula.

Ez a test valoban kielégiti a feladat kovetelményeit, mert az ABCDE gulara ezt mar tudjuk, F' megkeresése pedig
biztositotta, hogy a kivalaszthato, F-et és A-t tartalmazo6 haromoldala gulak térfogata egyenls pl. ABC D-ével, tovabba
ekkora az FF BCDE poliéderbdl kivalaszthatoé haromoldala gulak térfogata is, hiszen ez a poliéder az ABC DFE poliéder
tiikkorképe. Végiil A-t is, F-et is elhagyva, egy sikban lev6 négy pont marad.

5. Megmutatjuk, hogy hatnal tobb cstcsu test nem elégiti ki a kdvetelményeket. Ha kielégitené, akkor minden 7
csucsu rész-teste is kielégitené a kdvetelményeket. Egy ilyen 7 csticsi testbdl 6 nem egy sikban levé csics az el6zéek
szerint vagy haromoldalt hasabot, vagy négyoldala kettds gulat hataroz meg. Utobbi esetben a hetedik G cstcs a test
egy L lapjanak ellenkez6 oldalan van, mint maga a test. De a kett6s gulanak hatarlapja L-nek a test kdzéppontjara
vonatkozo L' tiikorképe is, ami parhuzamos L-lel. Ekkor azonban két kiilonbdzs térfogatii haromoldala gulat kapunk,
ha L'-hdz egyszer G-t, egyszer pedig L-nek valamelyik csticsat vessziik.

Ha 6 cstcsot kivalasztva ezek haromoldald hasabot hataroznak meg, akkor a hetedik G csics ismét valamelyik
hatarlapnak ellenkezé oldaldn van, mint a hasab tobbi csticsa. Az utolsdé meggondolas mintajara lathato, hogy G nem
lehet az egyik haromszoglap ellenkez6 oldaldn, mint a hasab. Ha viszont G egy paralelogramma-lapnak van ellenkezs
oldalan, mint a hasab, akkor a 4. pont meggondolasat a paralelogramma és a tovabbi két cstucs egyike, ill. a masika
alkotta gulara alkalmazva azt kapjuk, hogy G mindkét csicsnak tiikorképe kellene hogy legyen a paralelogramma
kozéppontjara, ez a két titkorkép azonban kiilonb6z6. Igy hasabhoz sem talalhato hetedik csics.

Azt nyertiik tehat, hogy a feladat kovetelményeinek a paralelogramma-alapt guldk, a négyoldala kettds gulak, és
a haromoldala hasabok felelnek meg, amikhez még hozzavehetjiik a haromoldali gulakat is, méas poliédert nem.



