I. megoldas. Jeloljiik a kozépss szamot c-vel, a szamtani sorozat kiilonbségét d-vel, ekkor a feladat feltételei:

(1) (c=2d)* + (c—d)* +c + (c+d)® =
=16(c—2d+c—d+c+c+d)* =16(2(2c - d))?,
(2) (c—d)* + ¢+ (c+d)* + (c+2d)° =

=16(c —d+c+c+d+c+2d)?* =16(2(2c +d))*

A maésodik az els6bdl megkaphato ugy, hogy d helyébe —d-t irunk (és a tagokat forditott sorrendbe irjuk), ez felhasz-
nalhato lesz az atalakitdsok meggyorsitasara. Az (1) egyenletet rendezve és 2-vel egyszertsitve

2¢% — 3c2d + 9ed? — 4d® = 128¢% — 128¢d + 8d>.

Hasonloan (2)-bdl
263 + 3¢%d + 9ed? + 4d® = 128¢% + 128¢d + 8d2.

Vonjuk le a mésodik egyenletbdl az els6t és osszunk 2-vel:
3c2d + 4d* = 128cd.

Ez teljesiil, ha d = 0. Ekkor (1)-bdl
4¢ = 256¢%, ¢=0 vagy c= 64

Ha d # 0, akkor a
3¢ —128¢+4d*> =0

egyenletnek kell teljesiilnie. Szorozzunk 3-mal és egészitsiik ki az els§ két tagot teljes négyzetté:
(3) (3¢ — 64)2 + 3(2d)* = 2'2.

Itt, ha ¢ egész, a bal oldal els6 tagja nem 0, és feltevésiink szerint a mésodik sem. Legyen 3¢ — 64 = 2%y, 2d = 2%,
ahol u, v paratlan és k, [ < 6. Nem lehet k£ és [ kiilonb6z6, mert akkor 2 alkalmas hatvanyanak kiemelése utan 1-nél
nagyobb paratlan szam marad vissza, s igy nem keletkezhet a jobb oldali 2'2 értek. Ha k = [, akkor az

u2 4 3,02 _ 21272]{2 _ 4671{2

egyenlethez jutunk, amelynek péaratlan u és v-bél all6 megoldésat keressiik. Ismeretes, hogy paratlan szam négyzete
8-cal osztva 1-et ad maradékul. Az egyenlet bal oldala eszerint 8-cal osztva 4-et ad maradékul, tehat csak ugy lehet
2-nek egy hatvanya, ha egyenls 4-gyel, azaz k = 5, u = +1, v = £1, tehat

3c—64 =432, 2d=+£32.
Az els6 egyenletbdl csak pozitiv elGjel mellett kapunk egész c-t:
c=32, d==16.
A feladat feltételeinek tehat a
0o, 0, 0 0, O 64, 64, 64, 64, 64

0, 16, 32, 48, 64 64, 48, 32, 16, O
sorozatok felelhetnek meg, és a szamitasokat elvégezve azt talaljuk, hogy ezek valoban meg is felelnek.

II. megoldas. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva az (1) egyenlet bal oldalan az elsé és utolso, tovabba a
mésodik és harmadik tag 6sszegét alakitsuk at az a® + b = (a + b)(a® — ab + b?) azonossag alapjan. Ekkor a bal oldal
igy alakul:

(2¢ — d)[(c — 2d)* — (c — 2d)(c + d) + (c + d)?*] + (2¢ — d)[(c — d)*—
—(c—d)c+c? = (2¢ — d)(2¢* — 2cd + 8d?).
Igy az egyenletet O-ra redukélva 2(2c — d)-t kiemelhetiink:
2(2¢ — d)(c* — ed + 4d* — 64c + 32d) = 0.

Hasonloan a (2) egyenletbdl
2(2¢ + d)(c* + cd + 4d* — 64c — 32d) = 0.

Ha d = 2¢, akkor az el6bbi egyenlet teljesiil, az utébbi igy alakul:

(4) 8¢c2(19¢ — 128) = 0.



Ennek egész gyoke csak ¢ = 0, amibél d = 0.
A d = —2c esetben az el6bbi egyenlet megy at (4)-be, s igy tjabb megoldast nem kapunk.
Ha d # +2¢, akkor a kovetkezs egyenletrendszernek kell teljesiilnie:

2 —cd + 4d? — 64c+ 32d = 0,
e + ed + 4d? — 64¢c — 32d = 0.

Az egyenletek Osszegének felét és kiilonbségének felét véve az eredetivel ekvivalens egyenletrendszert kapunk, hiszen
az utobbiak kiilonbsége, ill. Gsszege az eredeti egyenleteket adja:

4+ 4d* — 64c = c(c — 64) + 4d* = 0, (c —32)d = 0.
Az utobbi egyenletbdl vagy ¢ = 32, vagy d = 0 kell, hogy teljesiiljon. Az els6 esetben az elébbi egyenletbdl
4d* = 322 d = +16,

az utobbi esetben pedig
c=0, vagy ¢ = 64.

Ezek az el6bbi megoldasban talalt szdmtani sorozatokra vezetnek.

Megjegyzések. 1. A feltételek két ismeretlenre két egyenletet adnak, ezekbdl az ismeretlenekre véges sok értékpér
adodik. Mint a II. megoldas mutatja, nem sziikséges lényegesen kihasznélni a szamok egész voltat, minddssze a tobbi
feltételeket kielégit6

—384/19, —128/19, 128/19, 384/19, 640/19

és az ennek megforditasaval keletkezs sorozat kizarasara.

2. Az 1. megoldasban az (1) és (2)-bdl keletkezs (3) egyenletet oldottuk meg a keresett szamok egész voltat
lényegesen kihasznalva. A kozben felmeriilt ¢ = 32/3, d = £16 értékparokhoz tartozd szamtani sorozatok nem csak
nem &llnak egészekbdl, de a feladat tobbi feltételét sem elégitik ki. Ez nem meglepd, hiszen a megoldott (3) egyenlet
nem ekvivalens az (1) és (2)-b6l all6 egyenletrendszerrel. Ezért az I. megoldasnél sziikséges a nyert sorozatokra a
kovetelmények teljesiilésének ellenGrzése. Az el6z6 pontban emlitett nem egész sorozat viszont az I. megoldasban nem
jelentkezett, amit az magyaraz, hogy ott csak egész megoldast kerestiink, ¢ = 128/19, d = +£256/19-h6z pedig a (3)
egyenletnek nem egész megoldasa tartozik.



