I. megoldas. Irjunk 7 helyébe 180° — (a + 8)-t, majd igyekezziink szorzatta alakitani:

cosa + cos B+ cosy = cosa + cos f — cosacos B+ sinasinf =
=cosa+ (1 —cosa)cos B+ sinasinf =
=1—(1—-cosa)+ (1—cosa)cosf + sinasinf =
=1—(1—cosa)(l — cosf) + sinasin S.

Itt a mésodik tag nem pozitiv, mert a koszinusz-fiiggvény nem vesz fel 1-nél nagyobb értéket, a harmadik pedig kisebb
1-nél, mert egyik tényezGje sem nagyobb 1-nél, de nem lehet mindketts egyszerre 1 sem (nem lehet « is, 8 is 90°). Igy

cosa + cos 3 + cosy < 2,

és ezt akartuk bizonyitani.

II. megoldas. Az allitas helyes, ha a haromszog nem hegyesszogi, mert ekkor az egyik tag nem pozitiv, a méasik
kett6 mindegyike pedig 1-nél kisebb.

Hegyesszogi haromszogben valasszuk a bettizést ugy, hogy v és a vele szemben levé AB = ¢ oldal legyen a legkisebb,
illetve a legkisebbek egyike. Jeloljiik tovabba v csiucsat C-vel, az AC, BC oldalakat b-vel, ill. a-val; legyen C' merdéleges
vetiilete az AB egyenesen C1, ez az oldal belsé pontja. Igy

c=AC, + C1B =bcosa + acospf.

Innen, mivel feltevés szerint a = ¢, b 2 ¢, igy

b a
1=-cosa+ —cosf3 > cosa + cos [;
c c

a harmadik szogre cosvy < 1, tehat helyes az allitas hegyesszogl haromszogben is.

II1. megoldas. A bizonyitand6 egyenl6tlenség, mint az el6z6 megoldasban is lattuk, nyilvanval6an helyes, ha a
haromszog nem hegyesszogi. Hegyesszogii haromszogre oy = 90° —«, 1 = 90°— 3, 1 = 90° —+ pozitiv hegyesszogek,
melyek Osszege 90°, és

cosa + cos B + cosy = sinag + sin B1 + sin~y;.

Ezt az Osszeget szemléltethetjiik a kovetkez6 modon: egységnyi sugari OPQ negyedkdrbe rajzoljuk be az aq, ill. £
nagysagia POA, AOB szogeket (1. abra).
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Ekkor BOQ< = 71, és a POA, AOB, BOQ haromszogekben a sugéar alkotta oldalakra merdleges magassag hossza
rendre sin a1, sin 1, sinyy, igy a vizsgalando 6sszeg az O P ABQ 6tszog teriiletének kétszeresével egyenls, tehat kisebb,
mint az egységnyi sugart felkor teriilete, 7/2. Hegyesszog haromszogre tehat

cos o+ cos f + cosy < g(< 1,571).

IV. megoldas. Alakitsuk két koszinusz 6sszegét szorzatta:
B—~ a

B;VCOS@ :2sin%cos 5 §2sin§,

cos 8 + cosy = 2 cos

mert mindkét tényezs pozitiv, hiszen /2 és |8 —~|/2 hegyesszogek. Fejezziik ki cos a-t is a fele akkora szog szinuszaval,
akkor azt nyerjiik, hogy
1 2
- (1—2sin9) .
2 2
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o o
cosa+cosﬂ+cos*y§1—2sin2§+2sin§ =



A miésodik tag nem lehet pozitiv, igy a bizonyitandé allitdson tiulmenGen azt bizonyitottuk be, hogy
3
(1) cosa+cosﬂ+cos"y§§.

Itt akkor érvényes az egyenlGség jele, ha egyrészt cos (8 —7)/2) = 1, mésrészt sin(o/2) = 1/2. Az els6 egy
haromszog szogeire csak akkor teljesiil, ha S = ~, a masodik akkor, ha o = 60°; ekkor az elsé feltétel szerint 5 = v =
60°, azaz a haromszog szabalyos.

Az (1) egyenl6tlenségben tehat szabalyos haromszogre egyenlség, mas haromszogekre a ,kisebb” jel érvényes.

Megjegyzés. Az el6z6 megoldas abraja alapjan finomabb elemzéssel szintén bizonyithatd az (1) egyenlGtlenség
hegyesszogi haromszogre, és kiterjeszthet6 a meggondolas nem hegyesszogl haromszogekre is.

V. megoldas. Fejezziik ki a szogek koszinuszat a koszinusz-tétel alapjan az oldalakkal. Vizsgaljuk elGszor két
koszinusz Gsszegét:
—@2 b2+ a2 —b 42

cosa + cos 3 = e + S0 =

Cat=v 11 4 € 1+1 71(c+c) (a + b)(a —b)?
T 2 a b 2\a b)) 2\a b 2abc

Mindharom szogpérra felirva a megfelels kifejezést és Osszeadva azokat, a pozitiv tagok 6sszegében fellép miden torttel
a reciproka is, igy az Osszeg a kovetkezGképpen alakithato tovabb:

1fa b b ¢ ¢ a
2(cosa + cos B+ cosy) = = _+E+E+_+E+E _

2\b b
_(atb)(a=b?+(b+c)b—c)?+(cta)c—a)® _
2abc
1/(a=b)? (b—c)? (c—a)?
:3+§< ab + be + ac >_
(a+b)(a=0)?+(b+c)(b—c)*+ (c+a)(c—a)? _ 5
2abc
_(a+b—c)(a—b)2—|—(b+c—a)(b—c)2+(c+a—b)(c—a)2<3
2abe -

ugyanis mindegyik négyzet szorzdja pozitiv, mert a haromszog két oldalanak az Gsszege nagyobb, mint a harmadik
oldal. Igy

N W

(1) cosa + cos B 4 cosy <

Itt akkor all egyenl@ség, ha a fenti tort szamlaléjaban a — b = b — ¢ = ¢ — a = 0, azaz szabalyos haromszogre.

Megjegyzés: tobben észrevették a bal oldal kdvetkezd atalakitasi lehetGségét:

a?b + a’c+ab® + b2c+ac® +bc? —a® — b — 3 B
2abc
(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)+ 2abc
2abc '

Innen Heron képletét, az abc = 4rt és t = ps Osszefiiggéseket felhasznalva, ahol s a keriilet felét, ¢ a haromszog teriiletét,
r és o a koriilirt és beirt kor sugarat jeloli, a kovetkez6t nyerjiik:
16t2 0

cosa+cosfB+cosy=1+ =14+ =
167ts T

Vilagos, hogy ¢ < r, amibdl kévetkezik a feladat allitasa. Az is belathato (trigonometria felhasznalasa nélkiil is), hogy
0 <r/2, amibdl (1) kovetkezik.



