I. megoldas. Szoritkozzunk egyel6re arra az esetre, amikor By és Cs a BC' egyenesnek ugyanazon az oldalan van,
vagyis amikor a haromszog B-nél és C-nél levs szoge hegyesszog.

Vetitsiik az A, By, Co pontokat és a CyBs szakasz F felezGpontjat a BC egyenesre, legyenek vetiileteik rendre
A*, By, C5 és F* (1. abra). Minthogy a négyzeteket kifelé szerkesztettiik, B3 ill. C3 a BC szakasz C-n, ill. B-n tuali
meghosszabbitasan van.

A CyC5B és BA*A derékszogl haromszogek egybevagok, mert CoB = BA, és C5CoB< = A*BA< meréleges
szaru hegyesszogek. Hasonloan az AA*C és C B3 Bs derékszogi haromszogek is egybevagok. Ezekbdl kovetkezik, hogy
a CoC5 Bj Bo trapéz két parhuzamos oldaldnak dsszege

OQC; + BQB;F = BA* + A*C = BC,

és igy a trapéz kozépvonalanak hossza
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tovabbéa ez a kozépvonal merdleges BC-re. Ez azt jelenti, hogy F a BC egyenes F* pontjatol és egyszersmind magatol
az egyenest6l is BC/2 tavolsagra van.

Bebizonyitjuk még, hogy F* a BC' szakasz felez6pontja. Ezekb6l mar kovetkezik, hogy F rajta van a BC {6lé, mint
atmeérs folé rajzolt koron, mégpedig a BC-re merdleges atmérs egyik végpontja F.

F* egyrészt felezi a C; By szakaszt, masrészt az F*C' szakasz ugyanannyival kisebb F* B3 -nal, mint BF™ a C; F™-
nal, tudniillik — a fenti egybevagosagok szerint — AA*-gal. Igy F* valoban felezi a BC' szakaszt. Ezzel a bizonyitast —
a tett megszorito feltétel teljesiilése esetére — befejeztiik.

Ha az ABC haromszogben a B-nél és C-nél levs szogek valamelyike, mondjuk a C-nél levs, derékszog, akkor egysze-
riibb helyzettel allunk szemben, mert By a BC' egyenesen adodik, és a C2C5 By B trapéz szerepét a CaCy By derékszogi
haromszog veszi at; a bizonyitas ennek megfelels, kézenfekvs egyszertsitésekkel ebben az esetben is alkalmazhaté.

Ha pedig, mondjuk C-nél, tompaszog van, akkor a BoCo és By C5 szakaszok metszik egymast, a CoC5 Bo By trapéz
atloi lesznek (2. abra), FF™* az ezek felezGpontjait Osszekots szakasz. Ez — mint kdnnyen bebizonyithatéo — minden
konvex trapézban egyenl6 a parhuzamos oldalak kiilonbségének felével, az utébbirdl pedig a hegyesszogt esetben
alkalmazott gondolatmenettel belathatd, hogy egyenlé a BC' szakasznak a felével. Ezek szerint az allitds minden
haromszogre érvényes.

Megjegyzés. A fenti megoldashoz hasonld gondolatmenettel — alkalmas koordindtarendszert valasztva — egyszerd
analitikus geometriai megoldas is adhato.

II. megoldas. Forgassuk el az ABC haromszoget az AC By By négyzet kozéppontja koriil 90°-kal ugy, hogy A
a C-be keriiljon. Igy C a Bs-be keriil, B elforgatott helyzete pedig legyen B’ (3. dbra). Ekkor B'C' mer6leges BA-
ra és egyenld vele, tehat parhuzamos, egyenl és egyezs iranyitasu BCs-vel. Igy B, Co, C, B’ ebben a sorrendben
paralelogrammat hatidroznak meg, tehat a BC 4tlo F* felezSpontja a CoB’ 4tlot is felezi.



A veégzett forgatas folytan B’ By merdleges BC-re és egyenld vele. Most mar az FF* szakasz a CoBo B’ haromszog
kozépvonala, tehat egyenls a B’ By és BC szakaszok felével. Ezek szerint B, C és I egyenl6 tavolsagra vannak F*-tol,
ez pedig azt jelenti, hogy F' a BC' atmérs f6lé rajzolt koron van.

Ez a bizonyitas tetszés szerinti alaki ABC haromszog esetén érvényes.

II1. megoldas. Forgassuk el az ABC haromszoget elébb B koriil 90°-kal gy, hogy A a Cs-be jusson, majd C
koriil 90°-kal gy, hogy A a Bs-be jusson, legyen az els6 esetben C 1j helyzete Cy, a masodik esetben B 1j helyzete
By (4. abra). A két forgatas ellentétes irdnyu, a négyzetek kifelé valo szerkesztése miatt. A két forgatési szog Osszege
180°, ezért BCy és BgBs parhuzamosak és ellentétes iranytak. Tovabba egyenlSek is, és ezért a BCo BgBs négyszog
paralelogramma. Igy a Co By atlé kérdéses F felezépontja a BBy atlot is felezi.

Masrészt, a forgatasokbol kovetkezik, hogy a BCyBoC' négyszog négyzet, tehat az atlok kozos F felezGpontjabol
az oldalak derékszogben latszanak, igy F' a BC oldal, mint atméré folé rajzolt Thales-kéron van, éppen a BC-re
merGleges atmérg egyik végpontja.
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IV. megoldas. A Cs pontot atvihetjiikk Ba-be gy, hogy elforgatjuk elészor B koriil o = 90°-kal, — igy A-ba kertil
—, majd A-t elforgatjuk C koriil ugyanabban az iranyban 8 = 90°-kal (5. dbra).

Ismeretes, hogy egy (sikbeli) forgatés helyettesithetd barmely két olyan egymas utani tiikkrézéssel, amelyek tengelye
atmegy a forgatas kozéppontjan, és az els tengelyt a masodik tengelybe atvivé forgatas fele akkora szogid, mint az
eredeti forgatas, és azzal megegyezs iranya.

Helyettesitsiik a mondott forgatasokat két-két tiikrozéssel ugy, hogy ezek tq, to és t3, t4 tengelyparja koziil ¢y és t3
azonos legyen. Igy ugyanis a harmadik tiikrozés visszadllitja a masodik tiikrozés el6tti helyzetet, és a négy tiikrozés
kettore csokkenthets. Mivel to nek B-n, ts-nak C-n kell dtmennie, igy mindkettének egyarant a BC' egyenest kell
valasztanunk. Ilyen valasztas mellett Ca-t a B-n athaladé és BC-vel /2 szoget bezard t1, majd a C-n atmend és
BC-vel 3/2 szdget bezaro t4 tengelyen valo tiikrozés viszi 4t Ba-be.

Ez a két tiikrozés — az idézett tétel megforditasa alapjan — helyettesithetd egyetlen forgatéassal, amelynek kdzép-
pontja a t; és t4 metszéspontja, szoge kétszer akkora, mint a t1-et t4-be atvivs forgatés, és irdnya megegyezik az utébbi
forgatas iranyaval. A két tengely szoge (mint a ¢, to és t4 hatérolta haromszog kiilsé szoge)
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igy Co-t a Bs-be 180°-0s forgatas viszi at, vagyis a tengelyek metszéspontja éppen a BoCy szakasz F' felezGpontja.



Mivel pedig az F' pontbdl a BC szakasz 90°-os szogben latszik, azért F' rajta van a BC atmérdjd Thales-koron,
ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés. A bizonyitasban a-rol és B-rol csak azt hasznaltuk fel (1)-ben, hogy Osszegiik 180°. A feladat allitasa
tehat helyes marad akkor is, ha a haromszog AB és AC oldalara kifelé olyan rombuszokat rajzolunk, melyeknek B-nél,
ill. A-nal levd szoge egyenls; tovabba akkor is, ha mindkét oldalra befelé rajzoljuk a rombuszokat. Az altalanositott
allitas bizonyithaté — értelemszerd modositasokkal a II. és III. megoldas gondolatmenetével is.



