I. megoldas. Azt fogjuk megmutatni, hogy az M pont minden helyzeténél a PC egyenes parhuzamos OA-val,
ehhez azonban el6bb megvizsgaljuk a P pont lehetséges helyzeteit a korhoz és t-hez viszonyitva.

Van az M, M’ pontparnak egy olyan helyzete, amelyben a k-hoz htzott méasodik érint6k parhuzamosak. Ezt a
pontpart ugy kaphatjuk meg, hogy k-nak az AO-ra mer6leges atmérdje végpontjaiban, (Qo, Qy-ben) hizunk érintsket.
Ezek A-ra szimmetrikus pontpart metszenek ki t-bSl, mert OA a koztiik levs sav kdzépvonala. Ha M, M’ a savon
kiviil van, akkor Q, Q" a C-t tartalmaz6 Qo, Qf félkdéron van, igy a masodik érint6k metszik egymést, még pedig t-nek
azon a partjan, amelyiken k van; igy k a PM M’ haromszdgnek beirt kore (4. dbra).

4. dbra

5. dbra

Ha M, M’ a két parhuzamos kozt van, akkor Q, Q" a B-t tartalmazo Qo, Q félkoron van, igy most is metszik
egymést az érint6k. Ha az M, M’ pontpar kozrefogja B-t, akkor @ és Q' is kdzrefogja B-t a félkoron. Ekkor P a t
érinté ellenkezd partjan keletkezik, mint k, és k a PM M’ haromszog M M’ oldaldhoz hozzairt kor (5. abra).

Ha M és M’ egyike B-be esik, és ez kiilonbozik A-tol, akkor ebbdl a pontbol nem hiizhaté t-t6l kiilénbozé érinté,
viszont tekinthetjiik a masodik érintének is ¢-t. A masik pont ekkor B-nek A-ra vonatkozo tiikkorképe, és ez a két
méasodik érintd metszéspontja is, tehat a mértani helynek az M és M’ mondott helyzetéhez tartozo pontja is.

Ha végiil az M és M’ pontok egyike A és B kozé esik, akkor P a mésik pontbol htizott érintének az érintkezési
pont és a t egyenes kozé esd szakaszan keletkezik. Ekkor k a PM M’ haromszdg egyik olyan hozzairt kore, amelyik az
M M’ oldal meghosszabbitdsat érinti (6. abra).

6. dbra



Ha A egybeesik B-vel, akkor k is, t is, az M, M’ pontpér is, igy a beléliik htzott érintSpar is tiikrds a BC egyenesre,
tehat a P pont ezen az egyenesen van. Az egyenes barmely a koron kiviili pontjaboél két szimmetrikus érinté huzhato
k-hoz, ezek szimmetrikus M, M’ pontpart metszenek ki t-bsl, amibél kiindulva éppen a kiszemelt P pontot kapjuk
meg. A B és C pontban csak egy-egy érint6 htzhatd k-hoz; az utdébbi nem metszi t-t, az el6bbi viszont éppen t, igy
nem adhaté meg olyan pontpar, amelyikbdl kiindulva B-t vagy C-t kapnank a mértani hely pontjaiként. Ebben az
esetben tehat a BC egyenes k-n kiviili két félegyenese a keresett mértani hely. (A PC és OA egyenes ebben az esetben
egybeesik, ami megfelel allitasunknak.)

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy A és B kiilonb6z6.

Nyilvanvalo, hogy M és M’ felcserélésével ismét A-ra tiikrds pontpart kapunk, a hozzajuk tartozé P pont pedig nem
valtozik. Igy elegendé azokat a P pontokat vizsgalni, amelyek az A-bol B-n 4t htzott félegyenesen levé M pontokhoz
tartoznak; hiszen ha M a maésik félegyenesen fut végig, akkor P az el6bbi M pontokhoz tartozé mértani helyet futja
be mégegyszer.

Térjiink most &llitadsunk bizonyitasara. Az O pont a PM M’ haromszég P-bél indulé belss vagy kiils6 szogfelezéjén
van, aszerint hogy k az MM’ szakaszt érinti, vagy annak meghosszabbitasat. Jeloljiik a kérdéses szogfelezd és a
PM M’ haromszdg koré irt kor metszéspontjat D-vel. A belsé szogfelezs metszéspontja a P-t nem tartalmazo M M’
iv felez6pontja, mivel pedig a bels és kiils§ szogfelezs egymasra mer6leges, igy P és a két szogfelez6 k-val vald
metszéspontja derékszogli haromszoget alkot. Ennek atfogoja a kornek atmeérdje. Igy a kiils6 szogfelezs a koriilirt
kort a belss szogfelezd metszéspontjaval arellenes pontban, vagyis a P-t tartalmazé MM’ iv felez6pontjdban metszi.
Barmelyik pontbol bocsatunk is merdlegest MM -re, az azt felezGpontjaban, A-ban metszi.

Allitasunkat tigy bizonyitjuk, hogy megmutatjuk mindegyik esetben a COP és ADO haromszogek hasonlosagat.
Konnyt latni, hogy az OPQ és DM A derékszogi haromszogek hasonlok. Valoban, ha O a P-nél levs bels6 szog
felezGjén van, akkor a keriileti szogek Osszefiiggését felhasznélva

DMA<=DMM'<=DPM'<=DPM<« = OPQ«.
Ha pedig O a kiilsé szogfelez6n van, akkor

DMA< =DMM'< = DPM'<=0PQ < =0PQx.
Az OPQ és DM A haromszog szogei tehat mindkét esetben megegyeznek s igy

PO MD
(v 00~ DA

Itt OQ, mint korsugar, egyenls OC-vel, allitasunk igazolasdhoz igy sziikségiink van annak a megmutatasara, hogy
DO =DM.
Ha k a PM M’ haromszog beirt kore, akkor MO is a haromszog bels6 szogfelezdje, s igy, mint az M OP haromszog
kiils6 szoge
MOD< =OPM<+OMP<=DMM' <+ OMM'<s = DMO<.

Ha k az MM’ oldalhoz hozzairt kor, akkor MO a PM M’ haromszog kiils6 szogét felezi, s igy ismét az MOP
haromszogbdl indulva ki

MOD< =180° — (OPM< + OMP<) = 180° — (OPM< + M'MP<+
+OMM'<) =180° — (DMM'<+ M'MP<+ OMQ<) = DMO<.

Ha k a PM M’ haromszdog PM oldalahoz hozzéirt kor, akkor PO is, MO is a haromszdg megfelels kiilsé szogét
felezi, s igy ismét az M OP haromszogbdl indulva ki

MOD< =180° — (OPM< + OMP<) = 180° — (DMM'<+ OMB<) =
= DMO«.

Eszerint az ODM haromszog O D-vel és D M-mel szemben levs szogei mindharom esetben egyenldk, s igy valéban
OD = DM. Ezt, tovabba az emlitett OQ = OC' egyenlGséget felhasznalva (1)-bgl

PO OD
OC DA’

Az ADO és COP haromszogek itt szerepls oldalai parhuzamosak. Az els6 esetben D a t egyenes ellenkezd partjan
van, mint k, s igy DA és OB ellenkezd iranyban, DA és OC pedig egy irdnyban parhuzamos, DO és OP szintén.

A masodik és harmadik esetben D és k a t egyenes egy partjan van, igy DA és OC ellenkez6 irdnyban parhuzamos.
Masrészt D a masodik esetben az OP szakaszon van, a harmadik esetben a szakasz P-n tuli meghosszabbitésan,
igy OD és PO is ellenkez6 irdnyban parhuzamosak. Ennek folytén az ADO és COP héaromszég mindharom esetben
hasonl6, mert két oldaluk aranya és a koztitk levs szog megegyezik, és hasonlo helyzetii is. Igy a harmadik oldalpar is

parhuzamos:
PC || OA.



Eszerint P mindig a C ponton at az (M ponttol fiiggetlen) OA egyenessel parhuzamos e egyenesen van. Nyilvan
nem lehet az egyenes k korbe es6 hirjan.

Ha P az e egyenes egy a koron kiviili és nem a ¢-n lev6 pontja, akkor huzzuk meg bel6le az egyik érintét k-hoz
és tiikrozziik ennek t-vel valé metszéspontjat A-ra. Az igy kapott pontpart valasztva M, M’'-nek, az ezekbdl hizott
érintSk metszik egymaést, mert csak az O A-val (s igy e-vel is) parhuzamos érintpar nem metszi egymaéast. A metszéspont
egyrészt a bizonyitottak szerint e-n van, masrészt a meghuzott érintén, tehat a kivalasztott P pont.

Legyen e metszéspontja t-vel P* (7. abra), ekkor OA parhuzamos a BC'P* haromszog C P* oldalaval és a BC' oldal
O felez6pontjabol indul ki, tehéat a haromszog kozépvonala; igy A felezi a BP* szakaszt, vagyis P* a B pont tiikérképe
A-ra, de ekkor, mint a megoldas elején lattuk, a mértani hely B, P* pontparhoz tartozd pontja P*.
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P® 7 dbra

Vizsgéljuk meg végiil e metszéspontjait k-val. A C-ben huzott érintd parhuzamos t-vel, nem keletkezhet tehat
annak semelyik pontjabol hiizott érintéként, és nem megy at rajta a kor mas pontjahoz hiizott érinté sem. Igy C nem
tartozik a mértani helyhez.

A masik E metszéspont nem mas, mint az A-bol k-hoz huzott méasodik érinté érintési pontja, ugyanis AO-ra
tikkrozve B-t a tiikorkép egyrészt k-n van, mert annak kdzéppontjan dtmend egyenesre tiikroztiink, masrészt e-n, mert
egy haromszog egy cstcsat a szemkozti oldallal parhuzamos kézépvonalra tiikrozve a tiikorkép a szemkozti oldalan
van. Igy B tiikorképe csak E lehet, és AE az AB egyenes tiikorképe, tehat érinti a k kort.

Eszerint az E-ben htizott érint6 A-ban metszi t-t. Ez a pont sajat tiikorképe, egybeesé M, M’ pontpart kapunk,
a bel6liik huzott masodik érinték is egybeesnek, tehat nincs meghatarozott metszéspontjuk, s igy E nem tartozik a
mértani helyhez.

A keresett mértani hely tehat a C-n at AO-val parhuzamosan hazott (vagy C-n és az A-bél huzott érinté E
érintési pontjan at, vagy C-n és a B pont A-ra vonatkozo P* tiikdrképén at huzott) egyenesnek a k-n kiviil es6 két
félegyenesébdl all.

II. megoldas. A P pont lehetséges helyzeteire vonatkozd megallapitasokat nem ismételjiik meg és csak azt az
esetet vizsgaljuk, ha A # B. Legyen D a B pont tiikorképe A-ra. Azt fogjuk megmutatni, hogy P mindig a C'D
egyenesen van, mégpedig gy, hogy elészor belatjuk, hogy ha k a PM M’ haromszdg beirt kore, akkor D az M M’
oldalhoz hozzairt kor érintési pontja, ha k az MM’ oldalhoz hozzairt kor, akkor D a beirt kor érintési pontja, ha
pedig k az M P oldalhoz hozzéirt kor, akkor D az M'P oldalhoz hozzairt kor érintési pontja. Jeloljiik a masodik kort
mindharom esetben k*-gal, kbzéppontjat O*-gal.

Az els6 két esetben a P-bél indulé oldalak k és k™ kozos kiilss érintsi, MM’ pedig az egyik kozos belsd érints, a
harmadik esetben pedig a P-n atmeng érintSk a kozos belss érinték, M M’ pedig az egyik kiils6 kozos érints. Allitasunk
ennek folytan ugy fogalmazhato, hogy két kor egy kozos kiilsd érintGjén az érintési pontok kozti szakasz, és a belsd
érint6k metszéspontjai kozti szakasz felezGpontja kozos, és hasonléan egy belsé kozos érintén az érintési pontok és a
kiils6 kozos érint6k metszéspontja kozti szakasz kdzéppontja szintén azonos. Ezt fogjuk el6szor bizonyitani.

8. dbra



Legyen tehat két kor két kozos kiilsG érint&jének metszéspontja P, az egyik érinté érintse a kordket @, ill. R
pontban, a masik @', ill. R'-ben (8. dbra). Egy kozos bels6 érints messe az el6bbit egy M pontban, az utobbit M’-ben,
és legyen az M-hez kozelebbi érintési pont S, a masik S’. Ekkor az egy pontbol egy korhdz hiizhato érint6k egyenlésége
folytan

PR=PQ+QM+MR=PQ+SM~+SM=PQ+MM +SM—-M'S’,

és hasonl6an
PR =PQ +Q'M + MR =PQ +M'S +M'S =
=PQ' + MM — MS+ M'S'.
Mivel még PR = PR’ és PQ = P(Q’, igy kell, hogy
MS—-M'S"=M'S - MS,

amib6l MS = M'S’. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az MM’ és SS'szakaszok felez6pontja egybeesik.

9. dbra

Hasonlo jeloléseket hasznalva két kozos bels6 érinté esetén (9. abra)
PR= MR~ PQ —QM = MS' — PQ — MS = MM’ — PQ + M'S' — MS,

és hasonl6an
PR =Q'M' —PQ' —RM =SM' —PQ —M'S' = MM —PQ' +SM - M'S".

A két Osszefiiggesbol, mivel PR = PR', PQ = PQ’, igy ismét kovetkezik, hogy MS = M'S’, s igy az MM’ és S5’
szakaszok felez6pontja ez esetben is egybeesik.

Ez feladatunkra alkalmazva valoban azt adja, hogy mind a harom esetben k és k* korok B és D érintési pontjai
egymas tiikorképei az MM’ szakasz A felez6pontjara nézve, és ezt akartuk belatni.

P az els6 két esetben k és k* kiils6 hasonlosagi pontja, a harmadik esetben pedig bels6 hasonlosagi pontjuk, igy
kovetkezik, hogy P, C' és D egy egyenesen vannak, ha belatjuk, hogy a mondott P kézéppontt hasonlosagoknal a C'
és D pont mindig megfelel6 pontok.

Az els6 és masodik esetben k és k* ¢ kiilonb6z6 oldalan van (10. abra), igy OB, O* D ellenkez iranyban merdlegesek
t-re, OC és O* D tehat egyiranyd parhuzamos sugarak, igy a kiils6 hasonlésagi pontra nézve C és D a két kor egyméasnak
megfelel§ pontjai.

10. abra



11. dbra

A harmadik esetben k és k™ t-nek ugyanazon az oldalan van (11. abra), igy OB és O*D egy iranyban, OC és
O*D tehat ellenkezs iranyban parhuzamosak. P most bels§ hasonlosagi pont, erre nézve C' és D ismét egymasnak
megfelel pontok. Ezzel bebizonyitottuk, hogy C, D és P mindig egy egyenesen van, vagyis, mivel a C' és D pontok
nem véaltoznak M-mel, a mértani hely pontjai a C'D egyenesen vannak.

Az, hogy ennek az egyenesnek mely pontjai tartoznak a mértani helyhez, az el6bbi megoldéashoz teljesen hasonl6an
targyalhat6. Ezt itt nem ismételjiik meg.

A versenyzdk legtobbje a koordindtageometria modszereivel kereste a mértani helyet. Bemutatunk egy ilyen meg-
oldast.

II1. megoldas. Valasszuk origonak a k kor O kozéppontjat, tavolsagegységének a sugarat, és az X-tengely legyen
parhuzamos t-vel agy, hogy ¢t a (0, —1) pontban érintse k-t. Jeloljiikk A abszcisszajat a-val, tehat A az (a, —1) pont
(12. abra). Az M és M’ pontok a t-n vannak, tehat (z,—1), ill. (z’, —1) alaktiak a koordinataik. Mivel a koztiik leve
szakasz felezGpontja A, igy

(1) 2+ 2 = 2a.

M

12. dbra

Az M, ill. M’ pontb6l hizott érint6 érintse a kort a @ (u,v), ill. Q'(u’,v") pontban. Ekkor
(2) w2+ 02 =u?+0? =1,
mert a pontok a korén vannak. Az OQ sugar irdnytangense v/u (ha u # 0), igy a @-n at OQ-ra merdlegesen haladd
egyenes egyenlete (ha v # 0)

y—v:—g(:zr—u), vagy wux+ovy=u’+0?=1
v

Az egyenlet megadja a @Q-n atmend érint6t az u =0 (v =1, vagy v = —1) ésa v =0 (u = 1, vagy u = —1) esetben is.
Ez az érinté atmegy M-en, tehat
uz —ov =1, v=uz—1,

és ezt (2)-be irva
uw? 4 (uz — 1) =1, ul(1+2%)u—2z] = 0.

Hagyjuk egyel6re figyelmen kiviil az u = 0 esetet, ekkor

2z 22 -1

u:m, igy’U:UZ—l:ZQ—H,

és az M pontbol huzott érints egyenlete igy irhato:

(3) 220+ (22— )y =22+ 1.



Hasonléan az M’ ponton atmend érinté egyenlete:
(3a) 27+ (22— 1)y =27 +1.

A P metszéspont 2 p, yp koordinatait kiszamithatjuk pl. tgy, hogy az els6 egyenlet z'-sz6rdsébdl levonjuk a masodik
z-szeresét:

[/(z* = 1) = 2(z? = D]yp = /(2 + 1) — 2(z* + 1),
(z = 2")[(z2 + 1)yp — 22" + 1] = 0.

Ismét hagyjuk figyelmen kiviil egyelére a z = 2’ esetet (amikor M és M’ egybeesik, s igy megegyezik A-val), ekkor,
amennyiben zz' # —1,

zz' —1
zz' +1

4) o —

)

és ha z # 0, akkor pl. az M-bdl hizott érint6 egyenletébdl

2241 22-1 22/ =1  z+2 2
2z 2z 22/ +1  z22/+1  z2/+1

(5) Tp =

(Felhasznaltuk az (1) Osszefiiggést.) Az utdbbi egyenletbdl, ha zp # 0

2a
6 == -1,
(6) 2z .
és ezt yp kifejezésbe beirva
2a
79 .
yp =L — =1-"L vagy zp +ayp = a.
2a a
Tp
A keresett mértani hely pontjai tehat az
(7) z+ay=a

egyenesen vannak, eltekintve esetleg a figyelmen kiviil hagyott esetekhez tartozd pontoktol.

Vizsgéljuk meg, hogy (7) mely pontjai keletkeznek mint alkalmas M és M’ pontokbol hiizott érint6k metszéspontjai.
Ezek azok a pontok, amelyek koordinatéi alkalmas z és 2’ (valos) szdmokkal (4), (5) alakban irhatok. Az ilyen z (és
(1) szerint neki megfelels 2’) értéket az M-bol hizott érint6 (3) egyenletébdl szamithatjuk ki. Azt z szerint rendezve

(y— 1)z +2z2 —y—1=0.

Innen
—rt /2 +y?2 -1
y—1
tehéat azokhoz az x, y értékparokhoz, az egyenesnek azokhoz a pontjaihoz tartozik ilyen z érték, amelyekre

z = ,
> +y*—1>0,

vagyis amelyek nincsenek a k korben, és amelyekre y # 1, tehat a korrel valé (0,1) metszéspontot is figyelmen kiviil
kell hagynunk. A masodik metszéspontra x> + y? — 1 = 0, de y # 1, igy, felhasznalva (7)-et

ekkor (1)-b6l 2’ = a. Az M és M’ pont tehat egybeesik (és azonos A-val), igy nincs a bel6liik hizott érintéknek
meghatéarozott metszéspontja. Ez a pont sem tartozik tehat a mértani helyhez. Ezzel a korabban kizart z = 2’ esetet
is elintéztiik, mert (1) szerint ekkor kozos értékiik csak a lehet.

Meg kell még vizsgalnunk a kordbban a targyalasbol kizart eseteket, hogy tartozik-e azokhoz és milyen pontja
a mértani helynek. Természetesen minden kizart esettel egyiitt az M helyett M’'-re vonatkozé megfelelS esetet is
targyalni kell, ez azonban a két pont szimmetrikus szerepe miatt nem fog kiilon feladatot jelenteni.

Korabban figyelmen kiviil hagytuk az = = 0 értéket. A (7) egyenes ehhez tartozo pontjanak ordinataja y = 1, és
éppen lattuk, hogy ez sem tartozik a mértani helyhez.

Kizartuk azt, hogy az M (vagy M') pontbol hizott érint6 érintési pontjanak u (vagy u’) abszcisszaja 0 legyen.
Ebben az esetben az érintési pont csak (0,1) vagy (0, —1) lehet. Az el6bbi eshetGséget mar éppen kizartuk.



Az M-b6l és M'-b6l hiizott ,;méasodik”, azaz t-t6l kiilonboz6 érintd viszont a (0, —1)-t6l kiilénboz6 pontban érinti
k-t, kivéve, ha M (ill. M") éppen a (0, —1) pont. Ekkor tekinthetjiik ;méasodik” érintének is a t egyenest. Mivel ekkor
z (vagy 2') 0, (1) miatta mésik pont a (2a,—1) pont, és a két érinté metszéspontja is ez a pont, ami a (7) egyenes
metszéspontja t-vel. Ezt tehat a mértani helyhez tartozonak tekinthetjiik. Ezzel egyszersmind a z = 0 és 2’ = 0 esetet
is megtargyaltuk.

Kizartuk végiil kordbban a zz' = —1 esetet. Ekkor pl. az M-b6l hazott érinté (3) egyenletét O-ra redukalva és
2"%-tel szorozva

222" + [(zz')2 — 2'2]y - (zz')2 =2 - (% -1y—-1-2%=0.

Ez parhuzamos a maésik érint6vel, melynek (3a) egyenlete
2224+ (2% - 1)y —1-27=0

alakban irhato, de kiildnbozik attol, tehéat az ilyen z, 2z’ értékparhoz nem tartozik metszéspont.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a keresett mértani hely az x + ay — a = 0 egyenesnek a koron kiviil es két félegyenese,
ami nem mas, mint az A-bél huzott érinté érintési pontjat és a ¢ érintési pontjaval atellenes pontot 6sszek6td hurnak
a koron kiviili meghosszabbitdsa mindkét irdnyban.

Megjegyzések. 1. A 22" = —1 esetben (1)-b6l z(2a — z) = —1, azaz 2% = 2az 4 1, és igy az M-bol huzott érint6
egyenlete ilyen alakban irhato:
1
2zx +2azy =2az+2, rz+ay=a+ —.
z
Ez parhuzamos a mértani hellyel. A fontiek szerint ugyanez all az M’-bél hizott érintére is.
2. A két érintG egyenletébdl még egyszertibben jutunk a mértani hely egyenletéhez, ha a két érint O-ra redukalt
egyenletének kiilonbségét képezziik és felhasznaljuk (1)-et:
0=2zz+ (" —1)y—1-2"—-[22"z+ (z" - 1)y—-1-2"7] =
— 2(2 _ Z/)LC-F (22 _ 2/2)y_ ( 2 _Z/2) —
=(z-2)2z+ (242 )y —(2+2)] =2(z = 2')(z + ay — a).
Ha az (z,y) pont rajta van mind a két érint6n, akkor kielégiti az utolsé egyenletet és ha z # 2’, akkor (7)-et is. Azt a
z értéket, amely egy adott (z,y) ponthoz vezet, most is ugyantgy kereshetjiik meg, mint az elébb.

3. Sok versenyz6 nem kereste a szamitasok lehet6leg egyszerd utjat, és igy nem maradt kell§ ideje terve teljes
végrehajtasara.



