I. Ha xg, yo megoldasa (1)-nek, akkor az elsé tagbol levonva ab-t, a méasodikhoz hozzaadva
n = axg — ab+ byo + ab = a(xg — b) + b(yo + a)
is teljesiil, vagyis xg — b, yo + a is megoldas, és altalaban, ha ¢ tetszés szerinti egész szdm, akkor
a(zg — tb) + b(yo + ta) = n

is fennéll. Ha tehat van egy z¢, yo megoldasunk, akkor valaszthatjuk ¢-t igy, hogy x( helyébe a lehet§ legkisebb nem
negativ érték keriiljon: mindig valaszthato ¢ agy, hogy x1 = xo — tb 0 és b — 1 kozt legyen (ha nem lett volna mar xg
ilyen; utobbi esetben ¢ = 0 vélaszthato).

Ha z¢, yo nem negativ, akkor y; = yo + ta sem negativ, mert a > 0 és ha

x1 >0 és b>0, akkor t > 0.

Elegendé tehat azokat az értékeket vizsgalni, amelyeket ax + by az x = 0, 1, ..., b — 1 értékek és tetszés szerinti
nem negativ egész y-ra vesz fel. Amely n szamok ezek kozt nem szerepeluek, azokra nem oldhat6 meg az (1) egyenlet.

II. Szoritkozzunk egyelére arra az esetre, ha a és b relativ primek. Az altaldnos esetet nem lesz nehéz erre vissza-
vezetni. Ekkor a kévetkezd tablazatban szerepelnek azok az n értékek, amelyekre (1) megoldhato:

, b, 20, 3b, ..., jb,
(2) a, a+b, a+ 2b, a+3b, ..., a + jb,
2a, 2a + b, 2a + 2b, 2a +3b, ..., 2a + jb,
3a, 3a + b, 3a + 20, 3a+3b, ..., 3a + jb,
(b—1)a, (b—1)a+ b, (b—1)a+ 2b, (b—1)a+3b,... (b—1)a+jb,...

Egy-egy sorban b kiilonbségl szdmtani sorozat all, tehat barmely két szam kiilonbsége oszthatoé b-vel, és igy két
ugyanabban a sorban 4llé szam b-vel osztva ugyanazt a maradékot adja.

Megmutatjuk, hogy kiilénb6z6 sorokban all6 szadmok viszont kiilonb6z6 maradékot adnak b-vel osztva. Egy sor
szamai ugyanazt a maradékot adjik, mint pl. az els6 szdm. Ha a k;-edik és a ks-edik sor szamai ugyanazt a maradékot
adnék, akkor kezd§ szamaik kiilonbsége: (k1 — k2)a oszthato volna b-vel. Ez azonban nem lehet, ugyanis a és b relativ
primek, és ha egy szam egy szorzatnak osztdja, de az egyik tényezéhoz relativ prim, akkor osztéja a masik tényezének;
(k1 — k2)a tehat csak tgy lehetne b-vel oszthato, ha k1 — ko oszthato volna b-vel. Azonban ky is, ks is kisebb b-nél
és egyik sem negativ, igy |k; — ko| < b, tehat nem lehet b-vel oszthat6. Igy kia és kea kiilonboz6 maradékot ad b-vel
osztva.

Mivel b sorunk van és b lehetséges maradékunk (a 0, 1, 2, ..., b — 1 szamok), igy minden maradék elfordul, és
csak egyszer. Egy adott szam tehat legfeljebb egy sorban fordulhat el& és ott is csak egyszer, mert a sor egymaés uténi
szamai allanddan nének.

Megallapitasaink akkor is érvényben maradnak, ha a sorokat bal felé is folytatjuk b ismételt levonasaval, hiszen az
egyes sorokrol csak annyit hasznaltunk ki, hogy a szomszédos szamok kiilonbsége b.

Az igy kiegészitett tablazatban minden egész szam szerepel. Ha ugyanis n tetszés szerinti egész szam, és a k-adik
sor az, amelynek a szamai — koztiik (kK — 1)a is — ugyanazt a maradékot adjak, mint n, akkor n — (k — 1)a oszthato
b-vel, tehat van olyan j egész szam, amelyre n — (k — 1)a = bj, n = (k — 1)a + bj. Igy n a k-adik sornak a (k — 1)a-t6l
szamitott j-edik szdma jobbra vagy balra j elGjele szerint.

Mivel a sorokat balra folytatva mindegyikben elegendd lépés utan csupa negativ szam all (a-szori levonas utan
biztosan), igy csak véges szamu olyan pozitiv egész n szam van, amelyikre nincs (1)-nek nem negativ egészekbdl allo
megoldéasa, és ezek a tablazat kiegészitésekor, tehat az

a—b, a — 2b, a — 3b,
(3) 2a — b, 2a — 2b, 2a — 3b,
(b—1)a —b, (b—1)a — 2b, (b—1)a — 3b,

tablazatban fellépd pozitiv szdmok.

III. Ha a és b nem relativ primek, jelljiik legnagyobb kozos osztojukat d-vel, és legyen a = d-a’, b= d-V'; itt o’ és
b’ relativ primek. Ekkor (2) minden szama tdbbszorose d-nek, mert ax + by = d(a’z + b'y), tehat minden a d-vel nem
oszthato természetes szam hidnyzik (2)-bél, és igy megfelel a feladat kovetelményének.

Ha viszont n = d - n/, akkor az ax + by = n és o’z + b'y = n’ egyenletnek ugyanazok a szdmpérok a megoldésai.
Igy ha o', b'-bél kiindulva irjuk fel a (3)-nak megfelels tablazatot, az abban fellep6 pozitiv szamok d-szeresei felelnek
meg d tObbszorosei kozil a feladat feltételeinek. Ezek azonban éppen a (3) tablazatban felléps pozitiv szamok.



Az (1) egyenletnek tehat akkor nincs nem negativ egészekbdl allo megoldéasa, ha n a (3) tablazatban felleps
valamelyik termeészetes szam, tovabba ha a és b legnagyobb kozos osztéjaval nem oszthato (ha e két szdm nem relativ
prim egymashoz).

Megjegyzések. 1. Ha a és b relativ primek egymaéashoz, a feladat kovetelményének megfelels legnagyobb termeészetes
szam a (3) tablazat bal alsé sarkaban allé ab — a — b szém.

2. Kénnyen lathaté az is, hogy ha 0 < n < ab — a — b, akkor n és ab — a — b — n koziil az egyik kielégiti a feladat
kovetelményeit, a masik nem. Valéban, egyrészt ha volnanak olyan z1, y1, 2, y2 nem negativ egész szdmok, amelyekre

ar; +by; =n és axry +bys; =ab—a—b—n,
akkor
a(ry +x2) +b(y1 +y2) =ab—a—1>

volna és x1 + =2, y1 + y2 nem negativ, holott éppen lattuk, hogy ennek az egyenletnek nincs nem negativ egészekbdl
allo megoldasa. Igy legfeljebb az egyik egyenletnek van nem negativ megoldasa.

Masreszt lattuk, hogy az (1) egyenletnek mindig van egész megoldasa, és van olyan 1, y1, megoldésa is, amelyben
0 <z <b-—1. Ha most az egyenletnek nincs nem negativ egészekbdl allé megoldasa, akkor y; < 0. Ekkor

ab—a—b—n=alb—1—z1)+b(—1—11),

ésitt xto =b—1—21 >0, y3 = —1 — y1 > 0 egy nem negativ egészekbdl allé megoldas.
3.A0,1,2,..., ab— a— b szdmoknak ezek szerint pontosan a fele elégiti ki a feladat kovetelményeit, tehét
ab—a—-b+1 (a—1)(b—1)
2 - 2

a megfelels szamok szama. (Ez mindig egész, mert ha a és b relativ primek, akkor legalabb az egyik paratlan.)



