I. megoldas. Legyen az a félegyenes egy S-t6l kiilonb6z6 pontja A. Emeljiink a-ra az A pontban merdélegest a és ¢
sikjaban. Mivel a hegyesszog, ez metszi a ¢ félegyenest egy C pontban. Hasonléan c-re C' pontjaban merélegest allitva
c és b sikjaban, ez metszi b-t egy B pontban (1. dbra).

1. dbra

Az A, B, C-n atmend ¥ sik mer6leges a-ra, ugyanis AC' egyenese szerkesztés szerint merdleges a-ra, a C'B egyenes
pedig az SAC sikra meréleges SC'B sikban van és merdleges a két sik SC metszésvonalara, igy C'B mer6leges az SAC
sikra, tehat annak minden egyenesére, igy a-ra is. AC' és C'B tehat a X sik két a-ra mersleges egyenese, amelyek nem
parhuzamosak. Igy ¥ mercleges a-ra, és az SAC szog mellett, ami szerkesztés szerint derékszog, derékszog az SAB
sz0g is, és az ACB szog is, mert AC szara az SAC sikban van, C'B pedig meréleges erre a sikra. Az SCB szog a
szerkesztés szerint ugyancsak derékszog. A feladat feltételei szerint BSC< = a, CSA< = 3, és az ASB< = ~ szbget
kell kiszamitanunk.

Most mar az SBC, illet6leg SC A haromszoghsl SC = SBcosa, SA = SC cos 3, és igy az SBA haromszoghdl

SA SC

cosy = cos ASB<q = S5~ S—Bcosﬁ = cos a.cos 3.

2. dbra

Megjegyzés. A felhasznalt Osszefiiggéseket még vilagosabba tehetjiik abrazold geometriai meggondolassal. Tekintsiik
az a, c sikot els6 képsiknak, a b, ¢ sikot masodik képsiknak, ekkor ¢ a képsikrendszer tengelyében van. A képsikoknak
az a, ill. b félegyenest tartalmazo félsikjait, vegyiik pozitivnak. Az a és b félegyenesekkel meghatarozott sikot @ — mint
a sik els6 nyomegyenese — koriil az elsd képsikba leforgatva a 2. 4brat kapjuk, ezen mindharom felhasznalt derékszogi
haromszog valodi nagysagban lathaté. (B)-et — kiilonbségi haromszog mellézésével — kimetszhetjiikk a C-n &t a-ra
allitott merdlegesbdl az SB = S(B) egyenldség alapjan, ugyanis az SB szakasz mind a masodik képsikon, mind a
leforgatasban valodi nagysagban latszik.

A legtobb versenyz6 tobb trigonometriai ismeret felhasznalasaval — de viszont kevesebb diszkusszioval — végezte el
a szamitast. Ilyen a kdvetkezo

3. dbra



II. megoldas. Legyen a c félegyenes egy S-t6l kiilonboz6 pontja D, és emeljiink c-re merdlegest mind az a, ¢, mind
a b, ¢ sikban. Mivel « és 8 hegyesszogek, ezek metszik a-t F-ben, ill. b-t F-ben (3. abra). Az EDF sz6g az SDE és
SDEF sikok hajlasszoge, tehat a DEF haromszogben D-nél derékszog van, tovabba az SED és SF D haromszogek is
derékszogtiek. A keresett v szoget tartalmazo SEF haromszog mindharom oldalat kifejezhetjiik SD-vel és az ismert

szogekkel:
sp= P gp_ 5D
COos (v cos 3

tovabba DE = SDtg 8, DF = SDtga,
és igy
EF =+\/DE? + DF? = SD\/tg%a + tg? .

SE? + SF? — EF?
28E-SF
A szamlalo jol ismert azonossagok felhasznalasaval igy alakithato:

Ezekkel a koszinusz-tétel alapjan

cosy=cos ESF<1 =
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tehat

25 D?
cosy =28D? : ———— = cosacos 3.
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Megjegyzés. Tobb versenyzé ramutatott, hogy hasonléan szamithatjuk -t akkor is, ha az a, ¢ és b, ¢ félegyenes-
parokkal meghatarozott sikok szoge tetszés szerinti € sz0g. Az EDF sz6g éppen ezt a lapszoget méri, tehat

EF? = DE?* + DF? — 2DFE - DF cose,
és igy DE/SE =sin 8, DF/SF = sin « figyelembevételével
cosy = cosa cos B + sinasin B cose.

Ezt az Osszefliggést a gombharomszogtan oldal-koszinusz-tételének szokis nevezni; érvényességének feltételeivel itt
tovabb nem foglalkozunk.



