I. megoldas: Huzzuk meg a négyszog AC és BD &atloit. Az AF és CE szakasz az ACD, ill. ABC héaromszogben
stlyvonal, tehat a haromszoget két egyenls teriiletti haromszogre osztja (8. abra):

(1) ADF = ACF, BCE = ACFE
(az idomok teriiletét ugyantgy jeloljik, mint magukat az idomokat). Ezekbdl 6sszeadassal
(2) ADF + BCE = AECF,

mert az ABCD négyszog konvexsége folytan D és B az AC-nek ellentétes partjan fekiisznek, és ezért ugyanez all F
és E-re is. Figyelembe véve a DFE és BF egyenesekkel valo felbontast is, (2)-t igy irhatjuk:

(3) ADG + DGF + BCH + BHE = AEG + CFH + EHFG

(mindkét oldalon az ABCD négyszog teriiletének fele &ll).
Hasonléan a DE és BF sulyvonalakkal két-két egyenld részre osztott ABD és BC'D haromszogekbal

(4) ADE + BCF = EBFD,
amit részletesebben igy irhatunk:
(5) ADG+ AEG+ BCH +CFH =BHE + DGF + EHFG.

Mar most (3) és (5) Osszegébdl a két oldalon felléps egyenld tagok elhagyasaval és 2-vel valo osztassal a bizonyitando
egyenldséget kapjuk:
ADG + BCH = FEHFG.

II. megoldas: Ismeretes, hogy a trapézt atléi négy olyan haromszogre bontjak, melyek koziil a szarakra tamasz-
kodok egyenls teriiletiek. Ezt a tételt fogjuk haromszor felhasznélni. Feltehetjiik, hogy D és C koziil D van tavolabb
AB-t6l. Hazzunk D-n és C-n at AB-vel parhuzamost és jeloljiik ezeknek AF meghosszabbitasaval, ill. BF-fel valo
metszéspontjat D’ ill. C'-vel (9. abra), tovabb&a ED’ és FC' metszéspontjat J-vel.
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AED'D és EBCC' trapézok, igy
AGD = EGD’
és
BCH = FEHC(C'.

Az EGD’ és EHC' haromszogek egyiittesen nem takarjak le az EH FG négyszdget, kinyulik az FD’J, nincs lefedve
az EC’'J haromszdg. Ha sikeriil igazolnunk, hogy ezek egyenld teriilettiek, akkor a feladat tételét bebizonyitottuk.
Ehhez viszont elegendd megmutatni, hogy C'D’ parhuzamos EF-fel, mert ekkor az EC’' D' F négyszog trapéz voltabol
kovetkezik allitasunk.

Jeloljiikk CC’-nek EF és AF-fel valo metszéspontjat P, ill. Q-val. Igy EF az AB szakasszal egyiitt a vele parhuzamos
QC' szakaszt is felezi. Masrészt a QCF és D' DF haromszogek egybevagosagabol kovetkezik, hogy QF = FD'. Tehat
P,ill. F a QC'D’ haromszog QC’, ill. QD' oldalanak felezépontja, és igy valoban PF parhuzamos C’D’-vel.

Ha D és C egyenld tavolsagra esnek AB-t6l, akkor D’ és C’ egybeesnek F-fel, és igy az EGD’ és EHC' haromszogek
egyiitt pontosan lefedik az EH F'G négyszoget.

II1. megoldas: Azt mutatjuk meg, hogy
AED + EBC = ABF,
illetsleg e teriileteket 2, 2, ill. 3 idom teriiletének Osszegeként felirva
AEG+ ADG + EBH + BCH = AEG+ EBH + EHFG.
Innen ugyanis a két oldal egyenls tagjainak elhagyasaval a bizonyitandé tételt kapjuk.

Valoban, D, F, C-nek AB-n levé vetiiletét rendre D', F', C’'-vel jelélve (8. abra) a C DD’'C’ idom trapéz, és benne
FF’ a kozépvonal, tehat

DD’ n cc’
2 2
Innen pedig mindkét oldalt AE-vel szorozva, majd az AE = EB = AB/2 egyenlségeket figyelembe véve

=FF.

%AE -DD" + %EB -CC" = %AB -FF’

adodik, ami allitasunkat igazolja.

Megjegyzések. 1. A feladat allitasa altalanosithato: a kimondott teriiletegyenléség akkor is fennall, ha F és F' az
AB, ill. CD oldalt (nem felezi, hanem) ugyanolyan g ardnyban osztja két-két részre: AF : EB = q, azaz AE = q- EB,
és ugyanigy CF = ¢q - F'D (10. abra, itt ¢ = 2).

10. dbra

Az &llitads mindharom fenti megoldés gondolatmenetével igazolhatd; alabb az I. megoldas méddositasaval bizonyitjuk.
Az ott szerepls (1)—(3) egyenlSségek jobb oldala most a bal oldal ¢-szorosaval lesz egyenld, (4) és (5) bal oldala viszont
a jobb oldal g-szorosaval. Igy a (3) és (5)-bol keletkezett egyenldségek osszegében 2 helyett (1 4 ¢)-val osztva kapjuk
az altalanositas allitasat. Ez az altalanositas Bollobds Béla dolgozataban szerepel.

2. K6nnyt belatni, hogy a nem konvex (vagyis az egy 180°-nal nagyobb belss szoggel biro, valamint a hurkolt)
négyszogekre az allitas nem igaz.



