I. megoldas: A feltevések folytan P az F ponthoz tartozdé FG atmérével kettévagott k kor azon félkorének

belsejében van, amelynek ivén A fekszik.

a) Tulajdonképpen csak az AFG szogtartomanyban fekvs P pontokra kell bizonyitést adnunk, mert az F'A hiarral
lemetszett kisebb korszeletben levé P pontokra az allitds magatol értet6dd, hiszen ilyenkor A és B az FP egyenes
ugyanazon partjan vannak, és ezért az F'PB szog része az APF szognek (1. abra).
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1. dbra

Masképpen: ilyen esetekben a PB félegyenes benne van az APF szogtartoményban.
b) Ugyanez all akkor is, ha P az F'A hturon van, mert ilyenkor az APF szog barmelyik irdnyua forgassal 180°, az

F PB szog pedig kisebb.
¢) Ha P az AFG szogtartomanyban van, akkor F'P szétvalasztja A-t és B-t. (2. abra).

B !

Tiikrozziik FP-re az APF szoget, legyen az A pont tiikorképe A’. Ekkor elegendd azt igazolnunk, hogy az FPB
sz0g része az FPA-val egyenls FPA' szognek. — Messe az F P egyenes k-t méasodszor Q-ban. Igy egyrészt az FQA
és QB szogek egyenlSk, mert k-nak a szaraik kozti FA, FB ivei egyenl6k, masrészt a tiikkrozés folytan az FQA és
FQA’ szogek egyenlok, és ezért A’ és QB egyenesen van, tovibba QA" = QA < QB, tehat A" a QB hir belsé pontja.
Igy pedig a PB félegyenes valoban az A’ PF szdgtartomanyban van.

A fentiekben az allitast P minden lehetséges helyzetére igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Nem hasznaltuk fel, hogy az F-fel felezett AB iv kisebb félkornél, ezért az allitds barmekkora AB
ivre érvényes.

2. A bizonyitas a) részében nem hasznaltuk fel, hogy P a k-n beliil van, igy meggondolasunk az ABF' szogtartomany
k-n és rajta kiviil fekvé 1. része minden pontjara érvényes (az 1. abran Pp), ugyszintén a BF szakasz F-en tuli
meghosszabbitdsanak P, pontjaira is, mert igy a PoB és P2 F félegyenesek egybeesnek, szogik 0. Az 1. sikrész méasik
hatarolo6 félegyenesén, a BA szakasz A-n tuli meghosszabbitasan levé Ps pontokra viszont a két kérdéses sz0g azonos.

Kézenfekvs most mar legalabb vazlatosan attekinteni a kérdéses szogek nagysagviszonyat minden az (1)-et teljesits
P pontra. Ha P kilép I-b6l BA-nak A-n tali meghosszabbitasan at, de nem lépi at F'A-t (II. sikrész, Py), akkor a PB
félegyenes kilép az APF szogtartoméanybol, APF része BPF-nek, (2) irdnya ellentétesre fordul. Ugyanez adodik a III.



sikrészben, vagyis ha P az AFG szdgtartomanynak k-n kiviili pontja (a 2. abran Ps), mert ilyenkor a ¢) alatti ) pont
F és Ps kozeé esik, és igy A'PsF< < BPsF<.

Ve

Végiil a IV. sikrészben valasztott Ps-tal Q a GB iven adodik (3. abra), ezért QA" > QB, igy APsF< = A'PsF<a >
BPsF<, itt tehat érvényes (2). — Most mar a PA > PB koévetelmény mellett a megfelels sikrészek hatarvonalait
FG-re tiikrozéssel kapjuk, igy a 3. dbra csikozott részein a kérdéses szogek koziill APF nagyobb, a vildgosakon FPB
nagyobb, a hatarvonalakon pedig a két szo6g — amint az konnyen belathato — egyenld. (Mezei Ferenc ,térképvazlata’).

A tovabbi megoldasokban csak a fenti ¢) esettel foglalkozunk, ezt 3 alesetre bontjuk fel aszerint, hogy P az AB-nek
F-fel ellentétes, ill. megegyezs partjan van — vagyis az utobbi alesetben az ABF haromszogben — vagy pedig magan
az AB huron. — Mindkét tovabbi megoldas Muszély Gydrgy megoldasainak egyszertsitése.

4. dbra

II. megoldas: ¢; ) Ha P az AB-nek F-fel ellentétes oldalan van (4. abra), akkor a kérdéses APF és F'PB szogek
a kisebb APB szognek részei. Az A, B, P pontokon atmend k; kor P-t nem tartalmazo, vagyis k-n kiviil levé AB
ivének F felez6pontja az AB egyenesnek F-fel egyezs oldalara, vagyis GF-nek F-en til valé meghosszabbitasara esik.
Igy Fi az APF szogtartoméanyban van, F pedig az Fy PB szogtartomanyban. Amde PFy felezi a kisebb APB sziget,
ennélfogva az APF szog Fy PF szoggel nagyobb, az F'PB szdg pedig ugyanennyivel kisebb az APB szog felénél, ez
megfelel az allitasnak.

5. dbra



¢2) Ha P az AB-nek F-fel egyez6 oldalan van (5. abra), akkor az A, B, P pontokon atmend ko kor P-t nem
tartalmazo, vagyis k-n kiviil levé AB ivének F» felezGpontja az AB egyenesnek F-fel ellentétes oldalara, F'G-nek
G-n tul valo meghosszabbitasara esik. A kérdéses APF és FPB szogek egyenes szognél nagyobb Gsszegét ebben az
alesetben Fy P-nek P-n tul val6 PH meghosszabbitasa felezi. A PH félegyenes FG-nek A-t tartalmazo oldalan van,
ezért az APF szoget osztja részekre. Igy az APF sz0g nagyobb, FPB pedig kisebb az APH = HPB szgnél. Ezt
kellett bizonyitanunk.

¢3) Végiil ha P az AB szakaszon van, akkor (2) fennéll, mert APF tompaszog, F'PB pedig hegyesszog.

Megjegyzések. 1. A ¢2) aleset meggondolasa nem alkalmazhaté az F'A hurral lemetszett korszeletben felvett P-re,
mert ilyen esetben a 180°-nél nagyobb APF szbget hasonlitanok az F'PB szoghoz.

2. Lényegében a fenti meggondolast mondjuk el masképpen annak az R pontnak a helyzetét tekintetbe véve, ahol
a PF egyenes a ki, ill. ko kort masodszor metszi.

A ¢ ) alesetben (4. abra) F a k;-re nézve belsG pont, ezért R egyrészt a PF szakasz F-en tul valo meghosszabbitasan
van, F'G-nek P-vel ellentétes, vagyis B-vel egyezs oldalan. Mésrészt R a P-t nem tartalmazo AB ivnek pontja. Ezek
szerint R a (révidebb) BFy iven van. Igy kj-nek AFyR ive hosszabb a BR ivnél, tehat APR< > RPB<, vagyis
APF< > FPB<«.

A ¢y) alesetben (5. abra) F' a ko-re nézve kiils6 pont, ezért R egyrészt az F'P szakasz P-n tuli meghosszabbitasan
van, FG-nek P-vel egyezs, B-vel ellentétes oldalan, mésrészt az AFyB iven. Igy R a (rovidebb) AF, ivnek pontja,
AR < < RB, APR< < RPB«, ezért 180° — APR< > 180° — RPB<, azaz APF< > FPB<.

II1. megoldas: A feladat allitasa akkor és csak akkor igaz, ha az APF héaromszog A és F-nél levs (belss) szogeinek
Osszege kisebb, mint a BPF haromszog B és F-nél levé (belss) szogeinek 6sszege. Ezt fogjuk bizonyitani.

Legyen P tiikorképe FG-re P', igy az APP’B négyszog konvex trapéz.

A ¢;) alesetben P’ az FBP szdgtartomanyban van (6. 4bra).

6. dbra

Ugyanis P és P’ az ABP haromszdg belsejében vannak, tehat P’ BA< < FBA<, masrészt az ABP haromszégbél
(1) alapjan PBA<t < PAB< = P'BA<. Ennélfogva

(3) PAF< = P'BF<1 < PBF«.
Masrészt P’ a BFG szogtartomanyban van, amely része BF P-nek, ezért
(4) PFA< = P'FB« < PFB«.

Most mar (3) és (4) két-két szEls6 tagjanak Osszeadasaval a kivant egyenl6tlenség adodik.




7. dbra

Ha pedig AB elvalasztja P-t és F-et (7. abra), akkor egyrészt
(5) PFB<« - PFA< = PFB«— P'FB«a = PFP'«,
ez pedig PP’ latoszoge F-b6l; masrészt
(6) PAF< - PBF<= P BF<—- PBF<=PBP'«,

ez pedig PP’ latoszdge B-bol; ekkor B ugyanazon oldalan fekszik PP’-nek, mint F. — Marmost a PP'F haromszog
koré irt k' kor érinti k-t F-ben, minden més pontja k belsejében van, igy B a k'-re nézve kiilsé pont. Ezért PP’'-nek
B-bol vett 1latoszoge kisebb az F-bdl vett latoszogénél, azaz (5) és (6) alapjan

PAF< - PBF< < PFB<«— PFA<«.

Innen pedig atrendezéssel
PAF<+ PFA< < PBF<+ PFB4,

amit bizonyitani akartunk.



