Legyen a BAC szog nagysaga o, igy az ABC sz0g np. Ezek kiilonb6zsk, ezért a haromszog szarai vagy A-ban,
vagy B-ben futnak 6ssze. Az allitast a két esetre kiilon-kiilon bizonyitjuk.

L eset: a szarak AB és AC, tehat a C csicsnél levs szog nagysaga ny, a szogek Osszegébol ¢ = 180°/(2n + 1),
ez hegyesszog, mert 2n + 1 > 5, és ny ugyancsak hegyesszog. — Elegendd egy olyan AyByCy haromszoget adnunk,
amely n — 1 egyenes vagéssal n egyenl§ szara haromszogre bonthaté egyenls hosszi szarakkal és hasonlé az ABC
haromszoghoz. Nyilvanvaloé ugyanis, hogy az AgBoCo-t ABC-be atvivé hasonlosigi transzformacidval valamennyi
vagasszakasz megfeleljét ABC-ben megszerkesztve és e haromszoget a kapott szakaszok mentén szétdarabolva ebbdl
is n egyenld szart haromszog all el§ egyenls hosszu szarakkal.

Egy a kivant tulajdonsaggal bir6 AqByCy haromszoget egy Ag csicst, ¢ nagysigu szogbdl kiindulva a kévetkezd,
n + 1 lépésbdl allo és 1lépésenként 1-1 ajabb segédpontot elGéllitod szerkesztéssorozattal kaphatunk. A segédpontokat
rendre Ay, Ag, ..., A,, Ant1-gyel jeloljiik. Els6 lépésiil Ag-bol egy tetszés szerinti Ag A1 = d szakaszt mériink a szog
egyik széarara (1. abra, ezen n = 4).

1. dbra

A 2. 1épésben A; koriil d sugarral kort irva As-ként vessziik e kornek a szog masik szaran levs, Ag-tol kilonbozs
metszéspontjat. A tovabbi pontokat valtakozva a szog egyik és masik szarabol metssziik ki az utoljara kapott pont
koriil d sugarral irt korivvel és mindig ugy, hogy azok a korabbi metszéspontoktol kiilonbozok legyenek. Igy As gyanant
az As koriil d sugarral irt kornek a szog els6, Ag Ay szaran levs, A;-t6l kiillonb6z6 metszéspontjat vessziik. Az n+ 1-edik
lépés utdn A, -t Bo-nak, A, ;1-et Cp-nak véve el6ttiink all a kivant AgBoCy haromszog, és ezt az A1-t6l A, -ig terjedd
egymas utani n — 1 segédpontpart 6sszekoté n — 1 egyenls szakasz darabolja fel a kivant modon.

Mivel az Ag-nal levs ¢ szog hegyesszog, azért Ao valoban a méasik szaron jon létre. Az A1 AgAs = Hy haromszog
egyenld szard, igy As-nél levs szoge is ¢, tehat A;-nél levs kiils6 szoge ¢ + ¢ = 2¢. — Ez is hegyesszog, ezért As az
Ap-t6l tavolabb jon létre, mint A;. Igy az emlitett kiils6 sz0g az Ay A1 A3 = Hy egyenlészara haromszognek belss szoge,
tehat Ho-nek As-nél levs szoge is 2y, tovabba Ho kiviil all Hi-en, A; As oldaluk k6z6s, A;-be befutdé A;As és A1 Ag
oldalaik egymas meghosszabbitasai, igy egyiitt kitoltik az AgAzAs = Jo haromszoget. Ezért az Ay AsAs sz0g Jo-nek
is szOge, ennélfogva Jo-nek As-nél levs kiilsé szoge ¢ + 2¢p = 3p. — Ha n > 2, vagyis n > 3, akkor 3¢ is hegyesszog,
igy Ay tavolabb van Ap-t6l, mint As. Ezért az A3As Ay = Hs egyenld szard haromszog kiviilrsl csatlakozik Jo-hoz és
Ay-nél levs szoge is 3¢, egyenls az utobbi kiilsG szoggel. Az Az Ay Ay szog a Jo és Hs-bol Osszetevids AgAsAy = J3
haromszognek is szoge, igy Js-nak As-nal levs kiils6 szoge ¢ + 3 = 4.

Teljes indukcioval minden k < n-re kénnyd beldtni, hogy az AxAx—1Ak+1 = = Hy egyenld szara haromszogben
ApAk_1Ak1< = A A1 A1 << = ko (2. abra).




2. dbra

Ennek helyességét k = 1, 2-re és n > 3 mellett k = 3-ra az el6z6kben lattuk. Ha mar most k£ olyan az n-nél kisebb
szam, amelyre allitdsunk érvényes, akkor érvényes k + 1-re is. Ugyanis k < n folytan k+1 < n, és igy a miveletsorozat
még folytatodik. Az AgAgAgt1 = Ji haromszog Ap-nal levé kiilss szoge (k4 1)p < np < 90°, ezért az Ap4q koriili d
sugart korrel az Ay Ay szarbol kimetszett Ay o tavolabb van Ag-tol, mint Ay, tehat az Axi1 Ak Akto = Hi41 egyenld
szart haromszog kiviilrél csatlakozik Jy-hoz. Igy Jy-nak Ag-nél levs (k + 1)@ nagysagu kiilsé szoge Hy,1-nek belss
szoge, tehat AgAptoAri1< = AppoArAr1< = (k + 1)p. Ezek szerint éllitasunk érvényessége valdoban oroklédik
minden az n-nél kisebb k-rél k + 1-re.

Tekintsiik most mar a J,, = Ag A, An+1 = Ao BoCo haromszoget. Ebben a fentiek szerint A¢CoBo< = AgAn+1An<< =
Ap 1 Ap i1 Ap<t = nyp, és ezért AgBoCo<t = 180° —p —np = (2n+1)p— (1+n)p = ne. Igy J, egyenls szart, a szogek
egyenlGsége folytan hasonl6 az adott ABC haromszoghoz és maradéktalanul szétvaghato a Hqy, Ho, ..., H, egyenld
szard haromszogekre. A szerkesztéssorozat els és utolsod 1épése, az AgA; és A, A, 1 szakasz nem vagandd, tehat a
vagasok szama (n+ 1) —2 = n— 1. Mindezek szerint J,,-nek megvan a kivant tulajdonséaga. Ezt kellett megmutatnunk.

Tovabbhaladas el6tt vegyiik észre, hogy az AgBoCy haromszogben BoCy = A, Ay +1 = d. Ennek alapjan megtakarit-
hatjuk a hasonléségi transzforméciot: a fenti szerkesztéssorozatot az adott haromszogben A-bol kezdve és d = BC-vel
végrehajtva azonnal a kivant felbontast kapjuk. Igy A, és A, kittizése elmarad. A szerkesztéssorozatot forditott
sorrendben, azaz B vagy C-bdl kezdve is végrehajthatjuk, ilyenkor A, _; az els szerkesztett pont.

Vegyiik észre azt is, hogy szerkesztéssorozatunk els6é k + 1 1épésével, ill. az AjAs ... Ax_1 Ax vagassorozat k — 1
vagasaval, az AgArAx+1 = Ji (nem egyenls szart) haromszoget is az el6irt tulajdonsagt haromszogekre daraboltuk
(itt AgpAky1 nem vagando, mert Jy, hataranak tekintjiik). A felhasznalt feltételeket attekintve latjuk, hogy a kovetkezs
altalanosabb tételt bizonyitottuk be: Minden olyan ABC' haromszog, melyben a B csticsnal hegyes sz0g van és ez k-
szor akkora, mint az A csucsnal levs szog, — ahol k£ az 1-nél nagyobb egész szam, — szétvaghato k — 1 egyenes vagassal
k szami olyan egyenls szard haromszogre, hogy valamennyi rész-haromszog szarai egyenlsk; a vagasszakaszok hossza
a BC oldallal egyenls. (Az elsé vagast célszert C-bdl inditani; de indulhat paros k esetén az AB oldal, paratlan k
esetén az AC oldal azon A; pontjabdl is, melyre AA; = BC.

II. eset: a szarak BA és BC, a C-nél levs szog . Az allitast n parossaga szerint két alesetben bizonyitjuk.

II/1. aleset: n paratlan. Legyen n = 25 — 1, ahol j > 1, egész szam, igy a szogek Osszegébdl ¢ = 180°/(25 + 1). A
bizonyitast visszavezethetjiik az I. esetre. Mérjiik fel az AB széarat A-t6l az AC alapra (3. abra).

Az elsalldo By végpont az AC szakaszon van, mert np > ¢ folytan AC > AB. A haromszoget BB; mentén
kettévagva az ABB; = L; és CBB; = Lo haromszogekre mar alkalmazhatjuk a fenti altalanos tételt. Ugyanis L,
egyenls szard, és a BBj alapon levs szogeinek nagysaga (180° — ¢)/2 = (2j + 1 — 1)p/2 = jo = j - pPBABj<.
Ennélfogva Lo-ben CBB1<t = CBA<— B1BA<=(2j—1)p—jp=(j—1)p = (j—1)- BCB1<«. Tovabb4 a B-nél lev§
részszogek hegyesszogek, mert az ABB; sz0g egy egyenld szart haromszognek alapon levé szoge, a CBB1<t = (j — 1)
pedig kisebb ABB1<( = jp-nél. A vagasszakasz hossza Ly és La-ben egyarédnt BBi, mint az A, ill. C-nél levs ¢ szoggel
szemben fekvs oldal. A vagasok szama 1+ (5 — 1) + (j — 2) = 2j — 2 = n — 1, a létrejové haromszogek szama pedig
j+(j—1)=2j—1=n, amint bizonyitanunk kellett.

I1/2. aleset: n paros: n = 2j, ahol j > 1, egész szam. Vagjuk ketté az ABC haromszoget a B cstcsboél indulo BBsg
magassagvonallal (4. abra).

A letrejott egybevagd ABBy és C BBy derékszogi haromszogek B-nél levd szogei hegyesszogek és n/2 = j-szer
akkorak, mint az A, ill. C-nél fekvs szogek. Igy a két rész-haromszog a fenti tétel szerint az elSirdsnak megfelelGen
feldarabolhat6 (ill. j = 1, azaz n = 2 esetén mar fel is van darabolva), tehat az eredeti haromszog is. A vagasszakaszok
hossza B B3, a vagasok szama az egész haromszoghen 1+2(j—1) = 2j—1 = n—1, és az egyenld szard rész-haromszogek
szama 2j = n az allitdsnak megfelelGen. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



Megjegyzés. A feldarabolhatoség bizonyitdsaban az 1. esetben a B-nél levs ny, szog cstcsédbol kiinduld vagassal
is kezdhettiik volna vagési sorozatunkat. Igy be kellett volna bizonyitanunk, hogy az utolsé vagas utani maradék-
haromszog ugyancsak egyenld szaru.



