I. megoldas: Igyekezziink az (1) egyenlGtlenséget olyan alakra hozni, melynek helyessége mar nyilvanvalo.
Szorozzuk meg (1)-et a feltevés szerint pozitiv 2a szammal, elegendd az igy nyert

202 + 2ac — 2ay/ (a — ¢)® + b2 < dac — b?

egyenl6tlenséget igazolni, vagy ehelyett is az atrendezéssel keletkezett

(2) 202 — 2ac+ b* < 2a\/ (a — ¢)* + b2

egyenl6tlenséget.

a) Ha itt a bal oldal negativ, azaz 20 — 2ac + b*> < 0, akkor az egyenlStlenség teljesiil, mert a jobb oldal a
négyzetgyok egyértelmd értelmezése, valamint a feltevés folytdn nem lehet negativ. Mivel eddig csak megfordithato
atalakitasokat végeztiink, ebben az esetben a kiindulasi egyenl6tlenség is helyes, mégpedig az egyenlGtlenség jele all
fenn.

b) Ha pedig a bal oldal nem-negativ, akkor elég megmutatni, hogy a bal oldal négyzete nem nagyobb a jobb oldal
négyzeténél:

(3) (2a* — 2ac + b*)? < 4a*(a — ¢)? + 4a*b* = (24 — 2ac)? + 4a*b.

A jobb oldal elsé tagjat a bal oldalra athozva és a két négyzet kiilonbségét szorzatta alakitva:
b%(4a* — 4ac + b*) < 4a*b?,

végiil minden tagot a jobb oldalra gytjtve

(4) 0 < b*(4ac — b?).

Mivel itt az els6 tényez6 mindig, a mésodik pedig a feltevés szerint nem-negativ, azért a szorzat valéban nem
negativ, és mint lattuk, ebbol kovetkezik az eredet egyenlGtlenség helyessége. EgyenlSség (4)-ben és ezzel egyiitt az
el6z6 egyenlGtlenségekben is csak a b? = 0, vagy a 4ac — b*> = 0 esetben lehetséges.

Ha azonban valamely a, b, ¢ értékrendszerrel (4)-ben és igy (3)-ban is egyenlSség teljesiil, ebbdl visszafelé nem
foltétleniil kovetkezik, hogy (2)-ben és igy (1)-ben is egyenlSség all fenn, mert (2) jobb oldala pozitiv, a bal azonban
nem foltétleniil. Igy a font emlitett két esetben meg kell még vizsgalnunk, allhat-e — és ha igen, milyen feltételek mellett
— (1)-ben egyenlGség.

b =0 esetén (1) igy alakul:

a+c—la—c|l <2

a—c<|a—c,

itt egyenléség csak a > c esetén &ll fenn.
4ac — b* = 0 esetén (1) igy alakul:

a+c—la+cl <0,
a+c<|a+c,

itt csak a + ¢ > 0 esetén all fenn egyenlGség. Ez azonban mindig teljesiil, mert 4ac = b* > 0 és a > 0 folytan ¢ > 0.
Mindezek szerint (1) a feltevések mellett mindig teljesiil, egyenlség akkor és csak akkor all fenn, ha vagy

1) b=0 és a>¢, vagy
2) 4dac—b*=0.

Megjegyzések: 1. Tobben a negativ oldalakat tartalmazo

—2a+/(a — ¢)2 + b2 < —(2a* — 2ac + b?)

egyenl6tlenség gépies négyzetreemelésével a bizonyitando egyenlStlenségnek éppen az ellenkezgjét vélték ,bizonyitani”.
Ezek a versenyzsk a négyzetre emeléskor hibaztak, mert hiszen pl. —5 < 4, és —5 < —4, de négyzetreemelés utan mar
a 25 > 16 egyenlGtlenség all fenn.

2. Azokra az a, b, c értékrendszerekre, amelyekre (2) bal oldala negativ, az eredeti egyenl&tlenség 4ac — b? elGjelétdl
fiiggetleniil teljesiil. (Itt csak a pozitiv voltat hasznaltuk ki.)

Azokra az a, b, ¢ értékrendszerekre, amelyekre (2) bal oldala nem-negativ, 4ac — b2 <0 és a > 0 esetén az eredeti
egyenldtlenség forditottja igaz; a < 0 és 4ac — b? > 0 esetén az egyenlStlenségnek szintén az ellenkezGje igaz; és végiil
a < 0 és 4ac — b? < 0 esetén az eredeti egyenlétlenség igaz.



II. megoldas: Vonjuk ki a vizsgalandoé egyenlétlenség bal oldalat a jobb oldalbol; atalakités és Gsszevonas utan

4dac — b?
2a

:\/m—(a—c)—;’—zzo.

Ebbél egyszeriibb kifejezés adédik, ha megszorozzuk a

—(ate)+y/(a—c)+b2=
(5)

b2

(6) \/m—k(a—c)—l—%

értékkel. Ez a szorzo nem negativ, mert nagyobb vagy egyenls, mint |a — ¢| + (@ — ¢), ami pedig nem negativ, és 0 is
csak b = 0, a < ¢ esetben lesz, de ekkor (5) bal oldala |a — ¢| — (a — ¢) = 2(¢ — a) > 0, tehéat a bizonyitando allitas
érvényes.

Ha (6) értéke pozitiv, és megszorozzuk vele (5)-6t, akkor

(7)

2 2
( (a—c)2+b2—(a—c)—§—a)-( (a—c)2+b2+(a—c)+;)—a>=
272 2 4
—(a—c)2+b2—{(a—c)+;—a} :b2—%(a—)—%:

Ebbdl kovetkezik az allitas helyessége. Az egyenlGség esetének vizsgalata ugyantgy torténhet, mint az I. megoldasban.

Megjegyzés: A (6) kifejezés atalakitasabol adodik, hogy

(a—c)2+b2+(a—0)+ﬁ—\/(a+c)2_(4ac_b2)+(a+c)_4ac27;b2

5 = <2(a+c).

Ha a (7) bal oldalan (6) helyébe a néla nagyobb vagy egyenls (pozitiv) 2(a+ ¢)-t tessziik és atosztunk vele, azt kapjuk,

hogy
2 2 72
/(a_c)2+b2_(a_c)_b_2M7

2a 8a?(a + ¢)

és ebbdl tovabbi atalakitassal

® (a+0) - (a—c)2+b2§<1 s ).4ac—b2_

 daa+c) 2a

Ez a feladatban kitdzott allitasnal erdsebb allitas. Ugyanis a jobb oldal els6 tényezGjének értéke altaldban kisebb 1-nél.

III. megoldas: Az (1) egyenlGtlenség bal oldala nem negativ, mert

at+c—(a—c2+b2=a+c—/(a+c)2—(4ac—b2)>a+c—|a+c =0,

ugyanis a feltétel szerint 4ac — b*> > 0, és a > 0, tehat ¢ > 0, és igy a + ¢ > 0.
Ha pozitiv a bal oldal (vagyis ha 4ac — b2 > 0), akkor osszuk el vele mindkét oldalt. Ekkor azt kell megmutatni,
hogy a mondott feltételek mellett

4ac — b2

(9) A= 20 > 1.

Gyoktelenitsiik a nevezét:

(4ac — b?) (a +ec++/(a—c)?+ b2>
R R (o
(4ac — b?) (a +ec++/(a—c)?+ b2>

2a(4ac — b?)

(10) -



Ha 4ac — b2-r6l feltettiik, hogy nem zérus, egyszertsitve vele

a+c++/(a—c)?+ b2 S a+c+|a—c|

A =
2a - 2a

és itt ha a) a > ¢, akkor a jobb oldalon 2a/2a = 1 all,
ha pedig b) a < ¢, akkor a jobb oldal értéke 2¢/2a > 1,
tehat mindig A > 1.
EgyenlGség csak az a) esetben allhat, éspedig akkor és csak akkor, ha

(a—c)?+b®=la—c|, azazha b=0.

Ha viszont a 4ac — b? kifejezés eltiinik, akkor, mint lattuk, az eredeti egyenlStlenség bal oldala eltiinik, és elttinik
a jobb oldal is, tehat ez esetben is helyes az allitas, mégpedig egyenl@ség all fenn.

Megjegyzés: Mig az el6z6 megoldashol egy élesebb fels6 becslést sikeriilt kapnunk, addig ebbdl a megoldasbol (1)
bal oldalara als6 becslést kaphatunk. Ha 4ac — b? pozitiv, akkor (10)-ben egyszertisitve vele

A a+c+/(a—c?+b>  a+c+/(a+c)?— (dac—b?)
B 2a B 2a '

A tort értékét hatarozottan noveljiik, ha a gyokjel alatti pozitiv kivonandot elhagyjuk:

at+c+late  2a+c)

a—+c
2a 2a a

A<

A értékét (9)-bdl beirva és atszorozva kapjuk

4ac — b?
L<[a+c— (a—c)2+b2}-a+c,
2a a
vagyis
4ac — b?
(11) @Y cate- (a—c)? + b2

a—+c 2a

Ez akkor is teljesiil, ha (1)-ben b = 0 és a > ¢ folytan egyenléség all fenn; ha pedig 4ac — b* = 0, akkor (11) is
egygnl(ﬁségbe megy at, mert mindkét oldal értéke 0.
Igy (9) és (11)-gyel (1) bal oldalat a kovetkezs korlatok kozé szoritottuk:

a dac — b?

a+c 2a

b? dac — b?
<a+c— (a—c)2+b2§(1— ) ac .

da(a + ¢) 2a



