I. megoldas: A Q10Q2Q3Q4Q5Q¢ = H hatszog barmelyik két egymaés uténi oldalat — harom egymas utani cstucsat
—az ABCA'B'C’ = H; hatszdg harom egymaés utani oldala — négy egymads uténi cstcsa — hatdrozza meg; és az els6
és a negyedik cstcs egy atmérének két végpontja.

Ezért az allitas elsd részében elég azt bizonyitanunk, hogy ha L, M, N, L' ebben a sorrendben egy k kornek
egymastol kiilonbozs pontjai, LL' a k-ban atmérd, és egy a k-n fekvé P-bol az LM, MN, NL' egyenesekre bocsatott
merGlegesek talppontjai rendre @, R, S, akkor QR = g és RS = s egymasra merdlegesek. Evégett megmutatjuk
egyrészt, hogy P egy bizonyos Py helyzetében QoRo = qo és RyoSyp = so mer6legesek, masrészt hogy ha P elmozdul
a k-n, akkor QR = ¢ és RS = s egymaéssal megegyez6 iranyban ugyanakkora szdggel fordulnak el. (L, M, N ¢és L’
sorrendje megfelel H; konvexségének.)

Valéban, Pp-ként az M-en dtmend atmérének M’ mésik végpontjat véve Qg az L-be, Ry az N-be esik, igy
QoRoSo< = LNSo< = LNL'«, és ez a feltevésnél fogva derékszog.

Legyen n az s (el6jellel vett) hajlasszoge PR-nek attol a élegyenesétsl mérve, amely M N-nek ugyanazon partjan
van, mint L. Az N, P, R, S pontok P béarmely helyzetében hiurnégyszdget hataroznak meg, ebbdl lathato, hogy n
mindig egyenls a ¢ = L' N P szdggel, de avval ellentétes iranyt: n = —. Eszerint ha P a P; helyzetbdl Ps-be megy at,
akkor a megfelelé s1-nek so-be vald 0 elfordulési szogét Py Ry és Py Ry parhuzamossaga folytan az ne — np kiilonbség
adja, és erre 6 =y — 11 = —(p2 — 1), vagyis s elfordulasa egyenls, de ellentétes iranya N P elfordulasaval. (Ez nem
a k-n fekvé P-re is érvényes.) — Eredménytlink alapjan egy P»-bol szerkesztett go-nek egy Pi-bol szerkesztett ¢p-hez
képest valo e elfordulési szoge is kiadodik: —(¢2 — 1)1), ahol 11 és 2 a ¢ = NM P sz6g megfelels két értékét jeloli. —
Most mar P két helyzetének k-n Py-t és P-t véve ¢ — g = PhM P<t = PyNP< = ¢ — (g, eszerint € = §, vagyis q, s a
qo, So-hoz képest valéban ugyanannyival és ugyanazon iranyban fordulnak el, és ezért SRQ< = SoRoQo<, derékszog,
amit bizonyitani akartunk.
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H; mindegyik szemben fekvé oldalparja egymassal parhuzamos, mert végpontjaik, mint két atmérs végpontjai,
egy téglalapnak a csicsai; ezért a P-bél rajuk bocsatott merélegesek azonosak, igy pl. a P, @3, Qs pontharmas egy
egyenesbe esik. Ezért a Q3Q¢ szakasz Iy felezSpontja egyrészt PQs-on fekszik, masrészt az ACA'C’ téglalapnak az
AC*-re merGleges tengelyén, amely k-nak atmérGje, tehat Fs-bol az OP sugar derékszogben latszik, F3 az OP atmérsji
k" Thalész-kornek pontja. (Az utobbi akkor is all, ha F3 éppen P-be esik.) Ugyanez all a Q1Q4, Q2Q5 szakaszok F1,
F; felez6pontjara. Ezzel bebizonyitottuk az allitds méasodik részét, és egyben a széban forgd mésodik kort kozvetlen
kapcsolatba hoztuk k-val és P-vel.

IT. megoldas: A H; hatszog oldalainak merdlegességét a kovetkezSképpen is igazolhatjuk. Elegends P-nek a C' A
iven felvehets helyzeteire szoritkozunk mert Hj-nek nincs kitiintetett oldala, igy a bettizés megvaltoztatdsaval mindig
elérhetjiik az emlitett helyzetet. Masrészt elég az egymést Qg, 1, Q2, @3-ban metsz6 oldalakra megmutatni, hogy
mer6legesek egymasra, mert H; cstcsait forditott sorrendben bettizve (A, B, ..., C’ helyére rendre C’, B’, ..., A-t
irva) Q5 és Q1 valamint Q4 és Q2 felcserélédnek.

1 mint a PAB haromszog magassag talppontja az AB oldal A-n tali meghosszabbitasan van, mert a PAB sz0g
tompaszog, szarai kozott k-nak a C’ és C pontokat tartalmazo, és ezért félkdrnél nagyobb PB ive fekszik; hasonloan
Q2 a BC oldal B-n tuli meghosszabbitasanak pontja. Ezekbél a betiizés megforditasaval kapjuk, hogy Qs, Q4 a C'B’,
B’ A’ oldalnak C’-n, B’-n tili meghosszabbitasan van. Q3 viszont a CA’ és Qg a C' A szakaszon fekszik, mert a PCA’,
PC' A haromszogekben C-nél és A'-nél, C’ és A-nal hegyes szdgek vannak. Eszerint P a Hy-hoz viszonyitva a Qg, Q2,
Q3-nal fekvs (180°-nél kisebb) szogek terében fekszik, és a Q1-nél, Q5-nél fekvs egyik-egyik kiils6 szog terében, ezért
a Q1 szog PQ, révén két szog kiilonbségeként irhatd: QQ1Q2< = PQ1Q2< — PQ1Qs< a Qg, Q2, Q3-nal fekvs szogek
pedig PQg, PQ2, PQs-mal két sz0g 6sszegére bonthatok, pl. Q2Q3Q4< = Q2Q3P< + PQ3Q4<.

Folytatolag a PQ1Q2B és PQ1AQs talpponti” hirnégyszogek, majd a PABC ,k-beli” hurnégyszog révén (mivel
barmelyik szog egyenls a szemben fekve szog kiils6 szogével) QsQ1Q2< = PBC<x — PAC'a = PAC< — PAC' =
C'AC«, és ez feltevésnél fogva derékszog: a CC' atmérs latoszoge a k-n fekvé A pontbol. — Majdnem ugyanigy
halad a bizonyitas a tobbi harom szdg esetében is. A megkezdett példat folytatva: Q2Q3Q4< = BCP< + PA'B'< =
BCP<+ PCB'< = BOB'«, ami derékszog. (Olyan, a szereplSkkel egyenls szogekre tériink &t, melyek H; csticsaival
vannak meghatarozva, majd amelyeknek csicsuk és egyik szaruk kozos, és igy Osszegiik egyetlen szogként irhato.)

Ezzel az allitas els6 részét bebizonyitottuk.

III. megoldas: Megmutatjuk, hogy Hs-nek egy oldala a téle szamitott masodik oldallal parhuzamos, és a harma-
dikra meréleges; ebbdl mar kdvetkezik, hogy a mésodik és a harmadik oldal egymasra mer6leges, vagyis az allitas els6
része igaz. Valoban, egyrészt pl. Q@1 parhuzamos Q3Q2-vel, mert egyenls szoget alkotnak a QgP (masképpen QsP)
félegyenessel: PQeQ1<< = PAQ1< = PCQ2< = PQ3Q2< tovibba @1 és Q2 a PQs egyenesnek ugyanazon partjan
feliisznek. Masrészt QgQ1 merdleges Q3Q4-re. Ugyanis a Qg-nél derékszogi PAQs és a Q3-nél derékszogi A PQ3
haromszogek hasonlok, mert P-nél fekvs hegyes szogeik PA és PA' merdlegessége folytan egymasnak potszogei; a
PAQg héromszog egy +90° szogi forgatva nytjtéassal all el6 A’ PQ3-bol (megfelel6k azok a csticsok, amelyek a két fel-
soroldsnak ugyanannyiadik tagjai). Ugyanez érvényes a Q1-nél, Q4-nél derékszogi PAQ; és A’ PQ, haromszogekre is,
és igy a PQeAQ1, A'Q3PQy4, négyszogekre is, mert a hasonlosag aranya mindkét esetben ugyanaz: a PA, A’ P atfogok
aranya. Igy QsQ; is +90°-0s forgatva nytjtassal all el6 Q3Q4-bdl (ez tébbet is mond annal, mint amit allitottunk),
ennélfogva Q3Q2 merdleges Q3Q4 -re.

Megjegyzés. Egyenesek parhuzamossigara tamaszkodik a kovetkezd bizonyitas is. Legyen k és a PQg egyenes
masodik kozos pontja P*. Ekkor CQ2Q3<t = CPQ3< = CPP*<q = CBP*<, eszerint P*B parhuzamos Q3Qs-vel.
Hasonloan P*B’ || Q3Q4, igy a Q2Q3Q4 szdg egyallast a BP* B’ szoggel, ez pedig derékszog.



