I. megoldas: Legyen g-nek az f-re mer6leges helyzete go, ennek metszéspontjai e, f-en Ey, Fy. Ekkor a kérdéses
merGleges maga f, igy az e-vel valdé metszéspont nem létezik, P nem szerkeszthet6 egyértelmiien; azonban f-nek Fy-
t6l OFEy = a tavolsagra fekvé Py és Ppe pontjait tadgabb értelemben a mértani helyhez tartozéknak tekinthetjik. —
Elegends g-nek azon helyzeteivel foglalkoznunk, amelyek f-et az FyPy; félegyenesén metszik, mert a mértani helynek
az igy mell6z6tt pontjait a figyelembe vettekbdl go-ra valo tiikrozéssel megkaphatjuk, hiszen g minden mell6zott
helyzetének megvan a tiikorképe a figyelembe vett helyzetek kozott.
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Legyen a forgo egyenesnek egy g helyzetében OP felezépontja K, P és K vetiilete f-en P’, K'. Ekkor az FPP’
és OFEEy derékszogl haromszogek egybevagok, mert FFP = OF, tovibba F| ill. O-nal levs szogeik merGleges szari
hegyes szogek, és ezért egyenldk. igy FP' = OFEy = a = FyPy;, és F a P'-t6l ellentétes iranyban van, mint Py; az Fy-t6l
(ugyanis az FoF P szdg nagyobb az OF P szdgnél, ez pedig derékszog). Ezért Py és F tiikros parok az Fy P’ szakasz
felez6 merdlegesére — ami egyben az OFgP'P trapéz KK’ kozépvonala —, és igy KPy; = KF. Mésrészt K az OF P
derékszogl haromszog koré irt kor kozéppontja. Ezek szerint e kor atmegy Poi-en és ezért az O Py P szog (g barmely
helyzete mellett) derékszog; mas széval P csak a Pyi-ben OPFp;-re allitott merdlegesen fekhet. Tegyiik hozza: az F P
szakaszok felmérési iranyara tekintettel P a merdGlegesnek csak azon a hy félegyenesén lehet, amely f-nek ugyanazon
partjan van, mint e (és O).

Megmutatjuk, hogy a figyelembe vett g helyzetekre a keresett mértani hely éppen hi, vagyis h1 barmely Py;-t6l
kiilonb6zé Py pontja elGall g valamely helyzetébdl.

gi-nek a Pi-et elGallito helyzetére, ill. a vele adodd F4, Fi-re egyrészt a Py F10O szognek derékszognek, masrészt
Fy Py = OF;-nek kell lennie. Az els6 kovetelménybdl g egyértelmiien megszerkeszthets, ehhez Fi-et az OP; dtmé-
r6ji (és Py Py1O<t = 90° folytan Ppi-en atmend) Thalész-kornek f-fel valo, Poi-t6l kiilonb6z6 metszéspontja adja
— amennyiben két ilyen metszéspont van —, és F; = FPy1, ha e kor érinti f-et. E kor K kozéppontja rajta van az
FyP| szakasz felez6 merdlegesén (P a Py vetiilete f-en), igy Fy és Py tiikros pontpar FyP| felezGpontjara, és ezért
F\P] = FyPy, = OFy. Igy az OE, Ey és F, P, P| derékszogii haromszogek egybevagok (Ey a g1 és e metszéspontja),
mert O, ill. Fi-nél fekve szogiik szarai paronként merglegesek (Thalész-kor), ennélfogva OE; = Fy Py amit bizonyitani
akartunk. (Teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy Fy az Fy Py félegyenesen van, mert nem lehet sem Fy-ban, sem az
Fy Pye, félegyenesen; ugyanis Fy a korre nézve kiils§ pont, K; az OP, szakasz felez6 mer6legesének azon a félegyenesén
van, amely O Py1-nek Fy-val ellentétes oldalara esik, az utoébbinak pontjai pedig Fo-t6l tavolabb vannak, mint Pp;-t6l.)

Ezek szerint a keresett mértani helyet h és ennek gg-ra vald hs tiikorképe adja, vagyis az f egyenes FyPy1 = FoPo2 =
OF) tulajdonsagt Py, Poa pontjaiban OFp1, ill. OPye-re allitott merdlegeseknek azok a félegyenesei, amelyek f-nek
O-t tartalmazo partjan vannak. Py; és Py a mértani helynek csupan tagabb értelemben vett pontjai.

Megjegyzések. 1. FP' = FyPy; megallapitésa utdn — ahol a szakaszok irdnya is megegyezs —, vizsgalatunkat igy is
befejezhetjiik: eszerint Py, P’ = FoF', mésrészt PP’ = EEy, ennélfogva PP’ : PjyP' = EEq : FoF = OEy : OFy = a : b,
azaz 4llando, tehat barmely P-be Pyi-bol ugyanaz az irany mutat. Igy azonban még héatra van ennek az iranynak a
meghatarozasa.

2. Tobben pontos rajza probak nélkiil azt a pusztan szabadkézi vazlatra alapitott sejtésiiket probaltak igazolni,
hogy a mértani hely kor, hiperbola, hidnyos parabola, vagy két kotangens-gorbe.

A versenyzsk nagyobb része a koordinata-geometria modszereivel kereste a mértani hely egyenletét, gyakran elég
bonyolult szamitasokkal, a szakaszfelmérést egyenes és kor metszésének tekintve, ami két lehet&séget ad P-re, a he-
lyes irany megvalasztésa pedig diszkussziot igényel. Alabb egy ezt a lépést kikeriils, részben koordinata-geometriai
megoldast adunk.

II. megoldas: Valasszuk f-et X-, és a rd O-n at huzott merélegest Y-tengelynek tgy, hogy O ordinataja b legyen,
és legyen a kezdépont K, tovibba e és az Y-tengely metszéspontja L. Tekintsiik egyel6re azokat a g-ket, amelyek az
X-tengelyt pozitiv abszcisszaju F-ben metszik, és jellemezziik g helyzetét azzal a v pozitiv hegyes szoggel, amellyel O
koriil az Y-tengelyhez képest el van fordulva. Igy F, E koordinatai: (btg~,0), (—atg~y,b+ a) és a felmérends OF = z
szakasznak az Y-tengelyre valo vetiilete a, az X-tengely irdnyéra pedig LE = —atg-y.



K X

E szakasz el6irt felmérését helyettesithetjiik O koriili —90°-os elforgatasaval és O-nak F-be valo eltolasaval.

Igy az elforgatott OE* vetiiletei X, Y iranyara OL* = a, L*E* = atg~y, és az eltolas utan P koordinatai:
x =btgy+a, y=atgy. (f, e pontjainak ordinataja 0, ill. b+ a > 0, ennélfogva OE-nek e felé valo felmeérése P-re
pozitiv ordinatét ir els; valoban y > 0, mert v > 0°.

A keresett mértani hely eddig tekintetbe vett részének egyenletét P koordinataibol a v paraméter kikiiszobolésével
kapjuk:

T —
tgy = 2 ¢ _ g—b()l: y= %(x—a),

és ehhez jarul tg~y > 0 helyett az y/a > 0, azaz y > 0 megszoritas. Ez félegyenes egyenlete, amely az X tengelyt az
x = a abszcisszaju C pontban metszi (itt a kezdSpontja) és amely mer6leges OC-re, mert OC' irdnytangense —b/a.

Hasonloéan kapjuk az X -tengelyt negativ abszcisszaju F-ben metsz6 g egyenesekre F'(—btg~y,0) és E(atgy,b+ a)-
bol P-re: x = —btgy — a, y = atgy (itt v a g elfordulasa Y-t6l a negativ forgasi iranyban). Eszerint P abszcisszéja
az elébbinek —1-szerese, ordinataja valtozatlan, ez az Y-tengelyre vald tiikrozést jelent, ennélfogva a mértani hely
hianyzo része az eddigibdl az f-re O-n at huzott merdlegesen valo tiikrozéssel all eld.

Megjegyzések. 1. A fentiekben nem ,tiszta” koordinatageometriai modszerrel dolgoztunk, tobb lépést elemi, ill.
trigonometriai ton végeztiink.

2. OE-nek a g-re merdlegesen valo felmérésével adodo pontot megkaphatjuk a merdleges és a g-bdl (ra merdleges)
OE nagysagu eltolassal el6allo ¢’ egyenes metszéspontjaként is. Igy azonban mindegyik emlitett egyenes egyenletét fel
kellene frnunk, és tdbbet kellene szamolnunk. Az ,.e felé” valo eltolas révén a g’-vel az Y-bol lemetszett szakasz b-rél
b+ OFE/siny = b+ a/ sin+y cos y-ra névekszik.



