I. megoldas: Mindkét ismeretlen értéke csak a 0, £1, £2,...,+£999 szamok egyike lehet, de az egyik értékének
megvalasztasa korlatozast jelent a masikéra. Menjiink végig x minden egyes értékén, és allapitsuk meg a mellette
lehetséges, vele megoldast ad6 y-értékek szaméat; kérdéslinkre ezen szamok Osszege adja meg a valaszt. — Vegyiik
el6szor x nemnegativ értékeit.

x = 0 mellett |y| < 1000, azaz —1000 < y < 1000, ennek —999, —998,...,—1, 0, 1,...,999 tesznek eleget, szamuk
2-999 41 =1999.

x = 1 mellett |y| < 999, az el6bbinél 2-vel kevesebb megoldas van, mert y = 999 mar nem felel meg.

Altalaban is, x valamely értékérsl az 1-gyel nagyobbra attérve |y|-nek legnagyobb lehetséges értéke 1-gyel kisebbnek
adodik, igy v el6bbi értékei koziil kett6t kell torolniink, az z, y megoldasok szama 2-vel csokken. Igy a megoldasok

szamai x = 0,1,2,...,999-re szamtani sorozatot alkotnak. Az utols6 tag x = 999-cel : 1, a tagok szama 1000, és igy
Osszegiik:
1000(1999 + 1
% = 10002,
x=-1,-2,...,-999 esetén |x| =1,2,...,999, igy az el6z6khoz hasonloan az ilyen megoldasok egyiittes szama

1997 + 1995 + ... + 1 = 999°.
Ezzel valamennyi megoldast figyelembe vettiik, 6sszes szamuk: 1000% 4+ 999% = 1998 001.

II. megoldas: A kérdés egyértelnt a kovetkezovel: hany olyan x, y egész szampar van, amelyre az |x| + |y| Osszeg
vagy O-val, vagy 1-gyel, vagy 2-vel, ..., vagy 999-cel egyenls? Allapitsuk meg tehat altalaban az |x| + |y| = k egyenlet
egész szamokban valé megoldasainak Ny szamat, — ahol k£ nemnegativ egész szadm —, és képezziik ezek Osszegét k = 0,
1,2,...,999-re.

k = 0 esetén egy megoldés van: z =y = 0.

k =1 esetén négy megfelel értékpar van:

1, 05 -1, 0; 0, 1; 0, —1.

k > 2 esetén a megoldasokat két csoportba osztjuk aszerint, hogy fellép-e benniik a 0 szam, vagy nem. Az els6be
a k = 1 esethez hasonloan 4 megoldas jut: k,0; —k,0; 0, k; 0, —k. A mésodik csoportban |z| a kovetkez6 k — 1 értéket
veheti fel:

x| =34 = 1, 2, 3,..., k-1,
és evvel |y| is meg van hatéarozva:
lyl=k—j=k—-1,k—2,k-3,..., 1.

j minden fenti értékével az elGjelek figyelembevétele soran 2 - 2 = 4 megoldas adédik, mert j és k£ — j mindegyike

szaméara egymastol fiiggetleniil 2-féleképpen valaszthatjuk az elGjelet:

jvk_j; _j7 k_j; jv_(k_j); _ju_(k_j)u
tehat itt a megoldasok szama 4(k — 1). — Végeredményben k > 2 esetén a megoldasok szama 4 + 4(k — 1) = 4k. Ez a
kifejezés k = 1 esetén is helyes, ekkor a masodik csoportba nem tartozik megoldés; k£ = O-ra azonban nem érvényes.
Ezek utan £ =0, 1, 2, ..., 999-re

999 - 1000
N:1—|—4(1+2—|—3+...+999):1—|—4-T:1998001.

Megjegyzés. Ugyanigy, ha s nemnegativ egész szam, akkor az |z| + |y| < s egyenlStlenség megoldéasainak szama
egész szdmokban:
Ne=1+4[14+2+43+...+(s—1)] =2 =25+ 1.

ITI. megoldas: Minden egyes megoldast a derékszogl koordindtarendszerben egy tUn. racspont abrézol, vagyis
olyan pont, amelynek mindkét koordinataja egész szdm. Jellemezziik e racspontok helyzetét, majd ennek alapjan
szamukat megallapitva adjunk valaszt kérdéstinkre.
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Az adott egyenl6tlenség igy is irhato:

|| + y| < 999.
Tekintsiik atmenetileg csak azokat a megoldasokat, amelyekben x és y egyike sem negativ. Igy |z| = = és |y| = v,
teljesiil tehat
(1) x>0, y>0 és x+y<999.

Az ezen korlatozasoknak eleget tevéracspontok nem lehetnek az x = 0 egyenestdl (az Y-tengelytol) balra, az y = 0-t6l
(X-tengely) lefele, és az x + y = 999 egyenestdl ,,jobbra folfele”. Mas szoval: (1)-nek csak az ezen harom egyenessel
bezart OP(Q derékszogld haromszodg csucsaiban, oldalszakaszain és belsejében fekvs racspontok tehetnek eleget, ahol
O, P és @ koordinatai: (0,0), (999,0) és (0,999).

Forditva: ha valamely x, y racspont eleget tesz ezen geometriai el6irdsoknak, akkor az x, y szdmparra, tovabba
— negativ értékeket ismét megengedve — vele egyiitt a —z, y, az =, —y és a —x, —y parokra is teljesiil az adott
egyenlStlenség. Az utobbi szampéaroknak megfelels racspontok azoknak az OP’'Q, OPQ’, ill. OP'Q’ haromszdgeknek
a keriiletén és a belsejében vannak, amelyek OPQ-bol az Y-ra, X-re, ill. O-ra valo tiikrozéssel keletkeznek. A négy
haromszog egyiitt hézagtalanul kitolti a PQP'Q’ négyzetet, ahol P'(—999,0) és Q'(0, —999).

Szamuk megéallapitasa céljara e négyzet racspontjait tobbféleképpen rendezhetjiik.

a) Valamelyik tengellyel, pl. az Y-nal parhuzamos sorok (racsegyenesek) szerinti szamlalassal lényegében az L.
megoldast ismételjiik. — Hasonléan a II. megoldés is értelmezhetd pontszamlalasként, meggondolasunkat a PQP'Q’-
ho6z hasonlé helyzeti azon négyzetek keriiletein valé szamlalés szemlélteti, melyeknek kozos kozéppontja O, és atloja
rendre 2, 4, 6, ..., 1998 egység, és ehhez hozzavessziik az origdt. (x, y-on valds szamokat értve pl. |z| + |y| = 999 a
PQP'Q’ négyzet keriiletének egyenlete.)

b) A PQP'Q’ négyzet oldalaival parhuzamos racsegyenesek mentén vald szamlalasban célszerd a récspontokat
két csoportra, paratlanokra és parosakra osztani az x + y Osszeg pératlan, ill. paros volta szerint, és a szamlalast
csoportonként végezni. Ugyanis PQ vagy PQ’ irdnyt mozgéssal sem paros racspontbol paratlanba nem lehet atjutni,
sem forditva, igy a pontok e két irdnyra nézve nem egyszerd halét alkotnak, szamuk nem allapithatdé meg puszta
szorzéssal. Valoban, a PQ iranyd egyenesek egyenlete x 4+ y = ¢ alaki, ahol ¢ allandé, tehat ezeken mozogva x + y
péarossaga is valtozatlan; és ugyanez all PQ’ irdnyt egyenesen valé mozgas esetén is, mert egyenletiik z — y = d alaku,
ahol d allando, és két egész szadm kiilonbsége ugyanolyan parossagi, mint az Osszege. — Minden racspont vagy péros,
vagy péaratlan. Kénnyen belathat6, hogy péaratlan racspontjaink PQ és PQ’-vel parhuzamosan ezer-ezer sort alkotnak,
szamuk 10002, a parosaké pedig hasonléan 9992

c) Récspontjaink szamat kiilonbségként is megkaphatjuk: véve a P és P’, ill. Q és Q" pontokon at az Y, ill. X-
tengellyel parhuzamos egyenesek altal hatarolt néegyzet 19992 = 3996 001 racspontjat, és ebbél elhagyva a PQP'Q’-
négyzeten kiviill, a négy sarki haromszogben fekvéket, mint szamunkra feleslegeseket. Ez utobbiak egyiittes szama
41424 ... +999) = 1998000. A jobb felss ilyen haromszog cstcsai: P*(999,1), Q*(1,999) és S*(999,999). Igy
N =3996 001 — 1998 000 = 1998 001.

d) A racspontok szama teriiletszamitas utjan is megallapithato. Rendeljiik hozza minden R racsponthoz annak az
egységnyi oldali ,elemi” négyzetnek a teriiletét, amelynek kozéppontja R és oldalai parhuzamosak a tengelyekkel. Igy —
ha valamely, a koordinatarendszerben fekvs idom teriilete csupa ilyen négyzetre bonthaté fel, — akkor annyi racspontot
tartalmaz, ahdny egységnyi a teriilete. — Vegyiik hozza a PQP’Q’ négyzethez a keriiletén fekvd racspontokhoz tartozé
elemi négyzeteknek a PQP'Q’-n kiviil fekvd részeit, igy egy ,fogazott négyzetet” kapunk. A P, Q, P', Q' racspon-
tok elemi négyzetébdl egyenkint 3/4 teriiletegységnyi rész fekszik ,kiviil”, 6sszesen 3 egység, a PQ, QP', P'Q’, Q'P
oldalszakaszok belsejében fekvs 4 - 998 = 3992 racspontébol pedig egyenkint 1/2 teriiletegységnyi rész, 6sszesen 1996
egység. Mivel még PQ = 999v/2, azért a fogazott négyzet teriilete 2-999% +3+1996 = 1998 001 egység, megegyezéshen
fentebbi eredményiinkkel.



