I. megoldas: Fejezziink ki minden szogfiiggvényt = szogfiiggvényeivel:

sinz + sin 2z = sinz + 2sinx cosx = sinz(1 + 2 cos z),
sin 3z = sinx cos 2z + cos z sin 2z = sin 2(2cos? x — 1) + 2sinx cos® x =
=sinz(4cos’x — 1) =sinx(2cosz — 1)(2cosx + 1),

1+ cosz+cos2r =1+ cosz+2cos’z — 1 = cosz(1 + 2cosz).
Mind a harom kifejezésben szerepel az 142 cos x tényezs. A két oldal kiilonbségét képezve és ezt a tényezst kiemelve

(1+2cosz)[sinz + sinz(2cosz — 1) — cosz| =

= (14 2cosx)(2sinxcosz —cosz) = (1 4+ 2cosx)(2sinz — 1) cosx.
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Ez a kifejezés ugy lehet 0, ha cosx = 5 vagy sinz = 3 vagy cosx = 0, tehat a kovetkezs szogekre:
x=120°+ k- 360°, x =240° + k- 360°,
x= 30°+k-360°, x = 150° £ k- 360°, k=0,1, 2, ...
x= 90°+k-360°, x =270° £ k- 360°.

Megjegyzés: Igyekeztiink a fontiekben a legismertebb atalakitdsokkal érni célhoz, azonban sok mas moédon is atala-
kithatjuk az egyenletet. Ha felhasznaljuk pl. a bal oldalon a

a—+f a—pf

sina + sin 8 = 2sin cos 5

fjsszeﬁiggést akkor a
sinx 4 sin 3x = 2sin 2z cosx

atalakitas utan gyorsabban adédik az 1+ 2 cosx tényez6 kiemelhetd volta és az egyenlet tovabbi atalakitasa.

II. megoldas: Vizsgaljuk altalanosabban tetszbleges n természetes szamra a sinz +sin2x +sin3z+ ... +sinnz =
14 cosx + cos2z + ...+ cos(n — 1)z egyenletet. Ismeretes, hogy a bal oldal is, a jobb oldal is zart alakra hozhato, pl.

ugy, hogy megszorozzuk 2 sin g—vel. Felhasznalva a konnyen igazolhato

(1) 2sinasin 8 = cos(a — ) — cos(a + 3)
és
(2) 2sinacos 8 = sin(a + B) + sin(a — ) = sin(a + £) — sin(f — «)

azonossagokat, azt kapjuk, hogy
2sin %(sinx +sin2z +sin3z + ... 4+ sinnz) = 2sin z sin z+
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+2sm§sm2x+2sm§sm3,@+...—|—2$1n§smnx=cos§—cos§+
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+cos§x—cos§x+cos§;v—cos§x+...+cos xr—
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xzcosi—cos
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masrészt

2sin§[1+cosx+0052x+...+cos(n— 1);10] = 2sing —l—QSingcosx—i—

3
+2sin§cosQw+...+2sin§cos(n—1)x=2sing+sin§x—sing+
+,5 ,3++,n—1 ,2n—3_,:1c+,2n—1
sin gz —sin g +... +sin ——r —sin ——z =sin 5 +sin —

x.

A kapott kifejezések ugyancsak az (1), ill. (2) azonossagok segitségével — azokat ellenkezs irdnyban alkalmazva —
2n+1

szorzattéa alakithatok, ha (1)-ben a-t és 8-t ugy valasztjuk, hogy o — 8 = g, a+p=
-1

2n
ugy, hogy a + 3 = 5

z legyen, illet6leg (2)-ben

T, a— 0= % legyen.

1Bz konnyen igazolhato, ha a bal oldalon a-t és -t a jobb oldalon szerepls szogek Osszege, illet6leg kiilonbségeként irjuk.



n+1

n
Az els6 esetben a = x, 3= 5% és igy

2
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COS — — COS x = 2sin xsin —x;
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L. n n—1
a masodik esetben o = 5:10, 8= Tx, és igy
. T . n—1 94 n n—1
sin — + sin x = 2sin —x cos x.
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Egyenletiinket tehat, ha még 2-vel osztunk, a kovetkezs alakra hoztuk:
.n .n ..n n—1
sin xsin —x = sin —x cos x.
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Mivel atalakitas kézben szoroztunk sin g—vel, ennek a gyokeit, tehat az x = k - 360°(k = 0, +1, 2, ...) szogeket

kiilon meg kell vizsgalnunk. Ezekre az eredeti egyenlet bal oldaldn 0 &ll, a jobb oldalon viszont n darab 1-es Gsszege,
ezek tehat az eredeti egyenletnek nem gydkei, ezeket a tovabbiakban kizarjuk.
Redukaljuk a nyert egyenletet 0-ra, és igyekezziink szorzatta alakitani a két oldal kiilonbségét:

0 — sin . n+l n—1 _.n(.n T,
—Sln2$ Sin 5 T — COS B x —S1H2£L' Sln2£[]COS2

n n_ . n T .no. x)
cos —xsin - —cos —xcos - —sin —zsin - | =
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_nn(xx)+n(x x)_
=sin gz sin 5z (cos 5 —sin cos 5@ (sin o — cos 5 =
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Itt az elsd tényezd 0-helyei azok a szogek, amelyekre

gx:k~180°, B A S T
n

a masodik, illet6leg harmadik tényez6 akkor tinik el, ha

n

@ =457 + k- 180°, L. g — 45° 4+ k - 180°,

tehat az 00° . 360°
T = + = , il 2 =90°+k-360° (k=0, £1, £2, ...)
n n

szogekre. A lényegesen kiilonb6z6 szogeket kiilonvalasztva és az els6 csoportbol a fontebb kizart k- 360° alaka szogeket
elhagyva azt kapjuk, hogy az egyenlet

(o)

T=r + k- 360°, r=1,2 ..., n—1
n
90°  360° k=0, +1, £2, ...
rT=—+s +k-360°, s=0,1,2, ..., n—1
n n

x =90°+ k- 360°

A kittizott feladatot jelenté n = 3 esetben a 120° és 240° (és az ezektdl nem lényegesen kiilonbozs szogek) a gyokok
elsd csoportjabol adédnak, 30° és 150° a masodik csoportbol s = 0, 1 esetén, 90° az utolsé gyok, mig 270° ismét a
gyokok masodik csoportjabol adédik s = 2 esetén.

Megjegyzések: A II. megoldasban targyalt altalanositast egy versenyzs, Németh Jozsef felvetette és megoldotta.

A 90° felléphet a gyokok els6 csoportjaban is (akkor, ha n oszthato 4-gyel és r = g), tovabba a gyokok masodik

n —

1
csoportjaban (ha n4l+1 alakta és s =1 = ) Ezekben az esetekben 90° az egyenletnek kétszeres gyoke.



