Sok versenyz6 hasznalt trigonometriat a feladat megoldadsaban. Bemutatunk egy ilyen megoldast.

I. megoldas. Kiszamitjuk az SABCD gila térfogatat egyrészt mint az SABC és SACD, mésrészt mint az SABD
és SBCD tetraéderek térfogatéanak Gsszegét (1. abra).

1. dbra

Az SAyBoCyDg gula S-bdl huzott testmagassaga egyenld a szogeket zar be a gula oldaléleivel, és benne van két—
két szemkozti oldalél sikjaban. Mivel az alaplap négyzet, a kérdéses testmagassag egyben merGleges vetiilete is két
szemkozti oldalél sikjaban a méasik két oldalélnek. Igy egy—egy ilyen sikkal a méasik két oldalél o nagysagu szoget zar
be.

Jeloljik az SA, SB, SC, SD élhosszusagokat a, b, ¢, d-vel.

Az SABC tetraéder alaplapjénak az SAC haromszoget valasztva, ennek S-nél levs szoge 2« igy az SA-ra C-bél

1
bocsatott magassag hossza SC' sin 2a = ¢sin 2« az alaplap teriilete tehat 3 acsin2a. A B csicsbol az alapra bocsatott

magassag hossza viszont bsin a. Igy a tetraéder térfogatat Vy-gyel jelolve

1
Vi= gabc sin 2asin .

1 1
Az els6 bekezdésben szerepld masik harom tetraéder Vo, V3, Vi térfogatara Vo = 3 acdsin2asina, V3 = 3 abd sin 2a:sin a,

1 1
Vi = g bedsin 2asina. A Vi 4+ Vi = Vi + Vy egyenletet 5 abcd sin 2asin o értékkel osztva, a bizonyitando

egyenletet kapjuk.

Megjegyzés: Ha a gula alapja nem négyzet, hanem téglalap, akkor a fenti meggondolasban, csak annyi valtozik,
hogy egy oldalél a két vele szomszédos oldalél sikjaval, valamilyen a-tol kiilonb6z6 3 szoget zar be, de ez az érték
mind a négy oldalélre ugyanaz. Igy a fentiekben a térfogatokban szerepld utolsé tényezs sin o helyett sin 3 lesz, ami a
végkovetkeztetésen nem valtoztat. A feladat dllitdsa tehat téglalap alapi egyenld oldaléld guldra is érvényes.

II. megoldas. A négyszogmetszet AC atloja benne van az SAC sikban, BD atloja pedig az S BD sikban, ezen atlok
M metszéspontja tehat a két sik metszésvonalan van, az pedig az SAgBoCoDg gula S-bél induld testmagassaganak
egyenese, amely az oldalélekkel egyenls o szogeket zar be (1. abra). Igy SM kozos szogfelezbje az ASC és BSD
haromszodgeknek, amelyeknek S-nél levs szoge egyarant 2o

Ha e két haromszoget SM koriil egymasra forgatva képzeljik (ez az egymaésra forgatas akkor is elvégezhetd, ha
az AgBoCyDy alaplap téglalap), a feladat allitdsa a kovetkezs sikbeli allitéssa fogalmazhatd at: Ha egy szdg felezd
egyenesének eqy pontjin dt hiuzott két szeld a szdg szaraibol a csicstol szamitva a és c, illetdleg b és d hosszisdgi

szakaszokat metsz le, akkor
1 1 1 1

a + c b + d
Ez még ugy is fogalmazhato, hogy a szarakbol lemetszett szakaszok reciprok értékeinek Osszege fiiggetlen a szels
irAnyatol. Erre az allitdsra szamos egyszert, trigonometridt nem hasznald, megoldas adhaté.
Legyen ASB a kérdéses sz0g, a szogfelezs messe az AB szakaszt M-ben (2. dbra).

LA feladat az elébbi szbvegesésben szerepelt 407. feladatként. Két megoldas talalhaté a IV. kdtet 4-5. (1952. majusi) szamaban a
134-135. oldalon.

A masodik forméaban a feladat lényegében benne foglaltatik a 706. feladatban, amelynek megoldasat lasd a XII. kotet 4. (1956. aprilis)
szaméban a 110-112. oldalon.
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2. dbra

Huzzunk M-en at parhuzamost BS-sel. Messe ez az SA-t N pontban. Az SN M haromszog S-nél és M-nél fekvs
szOge egyarant a, igy a haromszog egyenlGszaru. Az egyenls SN és M N tavolsagokat jeloljiik k-val. Ekkor AN = a—k,
és a hasonlo ASB és AN M haromszogekbdl
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Mindkét oldalhoz 1-et adva és a-val osztva {1 1
T TR

Mivel k hossza csak az S M hosszatol és a nagysagatol fligg, az AB szels irdnyatol nem, igy allitasunkat bebizonyitottuk.

Megjegyzések: 1. Ha tetszés szerinti egyenld oldaléld gulat vesziink, akkor az alapsokszog korbeirhato, a testmagas-
sag talppontja e kor kézéppontja, és az oldalélek egyenld « szoget zarnak be a testmagassaggal. Ha még az alapsokszog
szimmetrikus is a kor kézéppontjara, vagyis a szemkdzti csticsokat 6sszekotd atlok egy ponton, a kor kozéppontjan men-
nek keresztiil, akkor egy sikkal elmetszve ez 0sszes oldaléleket, a keletkez6 sokszogmetszet szemkozti csiicsait 6sszekotd
atlok is egy ponton mennek keresztiil, és ez a pont a testmagassagon van. Igy kivalasztva egy szemkozti élpart a rajtuk
atfektetett sikban egy haromszog keletkezik, melyben a 2« szog felezGjének hossza a testmagassagnak a metszé sikig
terjedé darabja, vagyis mindegyik haromszogben ugyanakkora. Igy a bebizonyitott tételt alkalmazhatjuk az Gsszes
szemkozti élparra és azt kapjuk:

Ha egy egyenld oldaléli gila alapja centrdlisan szimmetrikus sokszog (és igy sziikségképpen pdros oldalszami), akkor
egy minden oldalélt metszd sikot véve, a szemkdzti élpdrokbol lemetszett darabok reciprok értékeinek dsszege minden
€lpdrra ugyanakkora.

2. A II. megoldésban bizonyitott sikbeli tétel kovetkezik az 1905. évi E6tvos—verseny 3. feladatanak)ﬁ allitasabol
is, mely szerint egy ABC haromszog csticsain 4t parhuzamosan elmetszve a szemkozti oldaelegyeneseket, egy—egy A',
B’, ' pontban, de tgy, hogy C’ A és B kozt legyen (3. dbra) fennéll az
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2Kiirschak J.: Matematikai Versenytételek I. rész. 2. kiadas. 77-78. old.



Ha itt CC’ a C cstcst 2a szdg szogtelezdje, akkor az ACA’ és BC B’ haromszdgek C-vel szemkozti oldalan fekve
szdgei a-val egyenldk. Igy a két haromszog egyenld szara és egymashoz hasonlé. Ezért AC = CA' = a, BC = CB' =b
és

a b
AA" BB
Innen AA’-t és BB'-t a fenti egyenletbe helyettesitve
ror 1 1 1 1
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A jobb oldalon 7 csupan az « szog nagysagatol fiigg, igy mindazon héromszogekben, amelyek a 2« szogben és az ebbsl
indulo CC’ szdgfelezd hosszdban megegyeznek, a 2« szdget bezard oldalak reciprok értékeinek dsszege egyenld.

II1. megoldas: A feladat allitdsat a testmagassag segitségiil vétele nélkiil is bebizonyithatjuk.
Ha a metsz6 sik parhuzamos az alappal, akkor az oldalélekbdl egyenls szakaszokat metsz le, s igy a feladat allitasa
magatol értet6ds. Ha ez nem all, akkor messe egymaést, pl. AB és CD egy U pontban (4. abra).

4. dbra

US az AgByS és CyDyS sikok metszésvonalan van, ez pedig parhuzamos a két sikban huzhat6, egymassal parhu-
zamos egyenesekkel, igy az AygBy és a CoDy egyenesekkel. Messe az AB az AgBg-t P-ben, C'D pedig CoDg-t Q-ban.
Az eredeti gula oldaléleinek kozos hosszat jeloljiik e-vel. Ekkor az U P-vel elmetszett US, AgP, és SAg egyenesekbdl
allo alakzatbol adodik, hogy (5. abra)
€ - A()P + US
SA Us '

5. dbra

(Ez kozvetleniil vilagossé valik, ha S-b6l parhuzamost htizunk U P-vel.) Hasonloan nyerjiik, hogy

i_BoP—f—US
sSB  US
e CQ+US e  DyQ+US

SC us ’ SD Uus



Innen

e(i+i)_AoP+OoQ+2US
SA " sC Us ’
e(i+i>:BoP+DoQ+2US

SB " SD Us '

ApP és CpQ az AgPQC\ trapéz parhuzamos oldalai, BoP és DoQ pedig a BoPQD, trapéz parhuzamos oldalai, igy
Osszegiik a megfelel trapéz kozépvonalanak kétszerese. AoCy és ByoDy azonban egy parallelogramma atloi, s igy My
metszéspontjuk mindkett6t felezi. Messe az Mo-b6l AgBg-vel hizott parhuzamos PQ-t az N pontban, akkor tehat
MyN a két trapéz kozos kdzépvonala, és igy

1 L) _2MN+US) (1L
“\sa’"sc)~ Us ~“\sB " sp)’

amibdl a bizonyitandé allitas (e-vel osztva) méar kovetkezik.

Megjegyzések: 1. A bizonyitasban hallgatolag feltettiik, hogy a PQ egyenes nem metszi a gula alapsokszogét, tehat
az A, B, C, D pontok egyike sem esik a megfelel§ él meghosszabbitasiara. Ez azonban nem lényeges megszoritas,
mert az alapsikot dnmagéval parhuzamosan eltolhatjuk addig, mig az Gsszes metszéspontok az alapnégyszogon kiviil
esnek. Ezzel a metszGsik altal az élekbdl lemetszett szakaszok nem valtoznak, és igy a fenti fennalld Osszefliggések sem.
(Egyébként a bizonyitas valtoztatas nélkiil érvényes erre az esetre is, ha az U S-sel parhuzamos szakaszokat pozitivnak
vagy negativnak tekintjiik, amint irdnyuk a csucsok felirt sorrendje szerint megegyezik vagy ellentétes US iranyéval.)

2. A bizonyitasban csak egy helyen hasznaltunk fel az alaprél annél tobbet, hogy parallelogramma: mikor arra ko-
vetkeztettiink, hogy a gula oldalélei egyenld hosszisaguak. Ha tetszés szerinti parallelogrammat megengediink alapnak
és a gula cstcsa az atlok metszéspontjaban az alapra emelt merdlegesen van, akkor is igaz annyi, hogy SAy = SCjy
(jeloljiik hosszukat e-vel) és SBy = SDg (= f). Ebben az esetben tehat a fenti levezetés annyit ad, hogy

vagyis egy paralelogramma alapi gulat, amelynek csicsa az dtlok metszéspontjiban emelt merdlegesen van, eqy sikkal
elmetszve, a szemkozti élekbdl lemetszett szakaszok reciprok értékének dsszege forditott ardnyban dll egymdssal, mint a

megfeleld élpdarok hossza:
Ly (LY
sATsc) \sBTsp) ¢

3. Legyenek az A, B, C, D pontok meréleges vetiiletei az alaplapon A’, B’, C', D’. Ezek rendre az MyAg, MoBy,
MyCo, MgDy félegyenesre esnek, ahol My az alapnégyszog atloinak metszéspontja (6. dbra).

Az AgBy, AB, A’B’ egy ponton mennek keresztiil. Megkeresve a BqCy, CoDg és DgAo-n a megfelels metszés-
pontokat, ezek egy egyenesen, a metszbsik és az alapsik metszésvonalan sorakoznak. Konnyen lathaté, hogy az Mg
pontbol a vesszds pontokig terjeds szakaszok kozt is fennéll egy olyan Gsszefiiggés, amilyen a feladatban szerepel. (Erre
vonatkozolag az olvaso a jové szamunkban talal egy kittizott feladatot.)



