A feladat megoldaséara a versenyzdk tobbsége felhasznalta a haromszog alkotorészei kozti legkiilonfélébb Gsszefiig-
géseket és sokan hosszabb szamitasok utan jutottak csak el a feladat igazolasahoz.

Ezen megoldasi médok koziil talan a legegyszertibb a sinus és cosinus-tétel felhasznalaséval az oldalakat kozvetleniil
bevonni a szidmitasunkba.

I. megoldas: Mivel

azért

1 1 1
ctg?a + ctg?B + ctg?y = 5 + - 3.
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Tehat a bizonyitandé egyenlétlenség ekvivalens a kovetkezével:

1 1 n 1
sinfa  sin?fB  sin?y

> 4.
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Szorozzuk meg (1)-et sin” y-val

.2 2
S+ 2 1 > dsin? g = 4(1 - cos?y) = 4 — dcos? .
sSin” @ sin

A sinus-tétel, ill. cosinus-tétel alapjan ez az egyenlGtlenség igy is irhato
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Mindkeét oldalt a®b*-tel szorozva

b2? + a?c? + a®b? > 4a%? — (a4 + b4 4+t + 2020 — 2022 — 2b2c2),
azaz rendezve
(2) a* + bt + ¢t > a®b? + aP? + bR
Mindkét oldalt 2-vel szorozva, és 0-ra redukalva

2a* + 2b* + 2¢* — 2a%% — 2a%¢% — 20%¢* > 0,

ami igy is irhato
(3) (@® =) + (a2 = &) + (* - 3)* > 0.

Ez azonban nyilvanval6, mert valdés szamok négyzete nem lehet negativ. EgyenlGség jele csak a = b = ¢ esetén
érvényes.

Mivel csupa egyenértéki atalakitast végeztiink, azért (3)-bol kiindulva visszafelé kovetkesztetve (1)-hez jutunk.
Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés: Sok versenyzo6 jutott el (2)-hoz, de a befejezs 1épést nem talalta meg.

II. megoldas: A bizonyitandd egyenl&tlenség baloldalat alakitsuk &t a kovetkezGképpen

ctg’a + ctg?B + ctg’y = = [(ctg®a + ctg?B) + (ctg B + ctg®y)+

N~

+ (ctg®y + ctg’a)] =
1
=3 [(ctga —ctg B)% + (ctg B — ctgy)® + (ctgy — ctg a)z} +
+ ctgactg B + ctg B ctgy + ctgy ctga.
Felhasznalva, hogy o + 8 + v = 180°, kapjuk, hogy

ctgactgf —1

ctgy = —ctg(a+ B) = prop——

és ebbdl ctg o + ctg B-val szorozva és atrendezve

(4) ctgactg S+ ctg Betgy + ctgy + ctga = 1.



Ezt a fent nyert azonossagba helyettesitve
1
ctg®a + ctg?f + ctg?y = 1+ 3 [(ctga — ctg B)? + (ctg 8 — ctgy)® + (ctgy — ctg 05)2] > 1.

Egyenl6ség csak akkor allhat fenn, ha a harom cotangens érték egyenls, ami egy haromszog szogeire csak gy
kovetkezhetik be, ha a = 8 = v = 60°.
A cotangensek négyzetdsszege a minimalis 1 értéket tehat egyediil a szabalyos haromszogre veszi fel.

Megjegyzés: Felhasznalhatjuk kozvetleniil a szamtani és mértani kozép kozotti — a tananyagbol ismert — egyenlét-
lenséget:

ctg?a + ctg? ctg? B + ctg?
g gﬁ+ g s g

ctg?a + ctg?f + ctgy = 5 5

ctg?B + ctgla
n g5 + ctg

5 > ctgactg f 4 ctg B ctgy + ctgyctga.

Most méar csak (4)-et kell bizonyitanunk. (A II. megoldas masodik atalakitasa ennek a bizonyitasat tartalmazza.)



