3. feladat a) része

I. megoldas: Vizsgéaljuk meg az ABCA BC = a oldalan nyugvo beirt téglalapok kézéppontjainak mértani helyét.
Legyen egy ilyen téglalap Py PoPsPy. A bettizést az 1. 4bra mutatja.

A P3P, oldal F felez6pontja, mint ismeretes, rajta van az AF) = s, silyvonalon. FF’ a téglalap PP, oldalara
merGleges (tehat az AM; magassagvonallal parhuzamos) kézépvonala. A téglalap N, kézéppontja e kozépvonal fele-
z6pontja, és igy rajta van az AMyFy derékszogi haromszog Fy M, stlyvonaldn, ahol M, az AM; = M, magassag
felez6pontja.

Megforditva legyen N, az Fy M, szakasz tetszés szerinti belsé pontja.Tegyiik fel, hogy a haromszdg nem egyen-
16szara. Huzzunk az N, ponton at az a egyenesre mersleges egyenest, legyen ennek az a és az AF; egyenesek kozé
esG szakasza F'F. Ennek N, felez6pontja, mert az AFy My haromszdg Fy M, stlyvonalan van és F'F parhuzamos az
ABC haromszog AM; magassagaval. Hasonldan lathato, hogy az F' pont felezi a rajta at a-val parhuzamosan hazott
egyenesnek az AC és AB vonalak kozé es6 Ps Py szakaszat. A végpontokbol az a egyenesre P3Py és Py P; merélegeseket
bocsatva tehat olyat téglalapot kapunk, amelynek N, a kézéppontja és amely az ABC haromszogbe van irva a kivant
moédon. Tobb ilyen téglalap nem lehetséges, mert ha a P3Py oldalt kozelitjiikk az a oldalhoz, illetSleg tavolitjuk attol,
akkor a kozéppont is kozeledik, illet6leg tavolodik, tehéat kiilonbozni fog Na-tol.

Ha az ABC haromszog egyenl6szara (AB = AC), akkor a szimmetria alapjan kénnyen lathato (2. abra), hogy a
téglalapok kozéppontjai az MM, szakaszra esnek, masrészt ennek barmely N, bels6pontjara tiikkrozve az My (= F)
pontot, az F tiikorképen 4t a-val parhuzamosan huzott egyenesnek a szarakkal valé metszéspontjaibél az a oldalra
bocsatott merélegesek ismét egy kivant tulajdonsagu téglalapot adnak.
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2. dbra
Az Fy és M, végpontokhoz tartozo téglalapok az a oldalld, illetleg az M, magassidgvonalla fajulnak.
A keresett mértani hely tehat az Fy M, szakasz.

II. megoldas: A téglalap kozéppontja felfoghatd a masik, P; Py-vel parhuzamos, Fy F,. kozépvonal felez6pontjaként
is (3. abra).



Nyilvanvalé, hogy Fp, mint P; Py felez6pontja rajta van az AM; B derékszogi haromszég BM, sulyvonalan, F
pedig az AM,C haromszog C' M, stlyvonalan. Igy az F, F, kozépvonal N, felezopontja rajta van a BM,Ca-nek M,F}
silyvonalan.

Ismét konnyen lathato a gondolatmenet megforditasaval, hogy az Fy M, szakasz minden pontjahoz tartozik pontosan
egy kivant elhelyezkedéstd téglalap, amelynek a kiszemelt pont a kbézéppontja.

*

Mint a fenti két megoldasbol lathato, a keresett mértani hely teljesen elemi tton, minden koordindta—geometria
nélkiil meghatarozhaté. Minthogy igen sok versenyzé hasznalt koordindta—geometridt, mégpedig legtobbnyire igen
iigyetleniil, és gyakran még a helyes eredménynek sem tudott geometriai értelmet adni, azért itt kozliink egy egyszertd
megoldast koordindta—geometriaban.

II1. megoldas: Helyezziik el hegyesszogi haromszogiinket a derékszogl koordinatarendszerben ugy, hogy a BC
oldal az x tengelyre, az A csticspont a pozitiv tengelyre keriiljon. A betiizést a 4. dbra mutatja.
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4. dbra
Legyen a P3Py téglalapoldal egyenlete y = p, a P, pont koordinatai (x1, p) és Ps ponté (z2, p) akkor N,, a téglalap
., i, s 1+ T2 p
kozéppontjanak koordinatai z, = 5 Yo = >
Az AB egyenes egyenlete

u
(1) y=——x+u, azaz ux + vy = uv,

v
Az AC egyenes egyenlete

u
(2) y=——2x+u, azaz uT + wy = uw,
w

y helyébe a P5 illetSleg Py pont p ordinatajat irva, (1)-bol, illetSleg (2)-bdl x értékiil xq-et, illet6leg xo-t kell kapnunk,
tehat
UTr1 + Up = uUv és UT2 + Wp = uw.



A kett6t Osszeadva
u(zy + x2) + (v + w)p = u(v + w)

Mivel 1 + x2 és p az N, pont x, és y, koordinatainak kétszeresei, igy azt kaptuk, hogy e koordinatakra
(3) 2uzy + 2(v + W)y, = u(v + w),

vagyis (explicit alakra térve at) N, koordinatai kielégitik az

egyenletet, feltéve, hogy v + w # 0.

V4w U u
Ez az egyenes atmegy a —5 0) ponton, vagyis a BC oldal Fj felez6pontjan, és irdnytangense — m =-3
v+ w

v+ w U
————, de ez nem mas, mint F}-bdl a <O, 5) pontba, a magassagvonal M, felezGpontjaba vivé egyenes irdnytangense.

u
Az N, pont tehat ezen az egyenesen mozog, és mivel p pozitiv és u-nal kisebb, igy vy, pozitiv és E—nél kisebb, x, pedig

)

v+w -~ . vtw ; :
és 0 kozott valtozik, mert y, két széls6 érlékéhez x, = —5 (ha y, = 0), illet6leg z, = 0 <m1kor Yo =
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értékek tartoznak.
A keresett mértani hely tehat az Fy M, szakasz.
Ha v + w = 0, vagyis egyenl@szara a haromszog, akkor (3)-bol

zq =0,

U
tovabba most is 0 < y, < 5 A mértani hely tehat most is az Fy M, (= M7 M,) szakasz.

Megjegyzés: Ha megengedjiik, hogy a beirt téglalapok csicspontjai a haromszogoldalak meghosszabbitasan is le-
hetnek, akkor a haromszog tompaszogi is lehet, és a mértani hely a teljes F} M, egyenes.

3. feladat b) része

I. megoldas: A téglalap koré irt kor kézéppontja a téglalap kozéppontja, a téglalap atloja pedig atmérdje a kornek.
Igy a keresett téglalapok kozéppontjanak kozosnek kell lennie, atloiknak pedig egyenldknek — ha vannak egyaltalan
ilyen téglalapok.

Két téglalap kozos kozéppontja a feladat a) része szerint csak két haromszogoldalhoz meghatarozott mértani
helyek kozos pontja lehet. Mivel az adott haromszog feltétel szerint hegyesszogt, a magassagvonalak M,, My, és M.
felez6pontjai az oldalkdzéppontok alkotta FjF»F3 haromszog oldalainak bels§ pontjai (5. abra), az Fy M, és FoM,
szakaszok tehat e haromszog transzverzalisai, s igy metszik egymast egy N pontban.

5. dbra

Legyen az ABC héromszogbe irt N kozéppontd és a oldalon nyugvé téglalap P P, Py Ps. Tudjuk, hogy van ilyen
téglalap és csak egy.

A P, és Py pontok, mint atlovégpontok, egymas tiikorképei az N pontra vonatkozoéan. Mivel pedig a b egyenesnek
csak egy olyan pontja van, amelynek N-re vonatkozoé tiikorképe a BC egyenesen van, igy Py ez a pont.



Az N pont rajta van az FyM;, egyenesen is, tehat irhaté az ABC haromszogbe olyan N kozéppontu téglalap is,
amelyik a b oldalon nyugszik. Ennek egyik b-n levs csticsaval atellenes cstics az a oldalon lesz és ezek egymas tiikorképei
az N pontra nézve, igy az el6z6 megjegyzés szerint e csiucspart csak a Py és P pontok adhatjak. Legyen a kérdéses b
oldalon nyugvoé beirt téglalap P3Py Ps P1. Ekkor a P3P = P Py, mint a téglalap atléi, tovabba P, Py = P> Ps, mint a
P, P, Py Ps téglalap atloi. Mindharom &tlot felezi az N pont.

Ekkor a PsPs P> Ps négyszog atloi is felezik egymast és egyenlSk, tehat a négyszog téglalap; az ABC haromszigbe
irt olyan téglalap, amelynek N a kozéppontja és egyik oldala az AB = ¢ haromszogoldalon van. A harom téglalap
kozéppontja kozos, atloik egyenlsk, tehat koriilirt koriik kozos.

A feladat a) része I. megoldasanak masodik felét is figyelembe véve, a fenti gondolatmenet modot ad a téglalapok
megszerkesztésére is (5. abra). Ilyen téglalap—harmas csak egy lehet, mert az N pont egyértelmiien meg van hatarozva,
ennek helyzete pedig egyértelmtien meghatarozza a téglalapokat.

Mivel N kozéppontja mindharom téglalapnak, eredményilinkbél az is kovetkezik, hogy az FyM,, FoM,, F3M,
mértani helyek egy ponton mennek keresztiil.

II. megoldas: A mértani helyek felhasznalasa nélkiil is megoldhato feladatunk. Ha a Py PsPsa-et tekintjik (5.
abra), akkor latjuk, hogy a P;-nél levs sz0g, mint meréleges szart szog, egyenls az ABCa-nek C-nél fekvs vy szogével.
Ugyanezen okndl fogva a Py PsPs<t = «, és PsP; Py<t = f3, és igy

Py PsPip ~ ABCAh.

A P3Py Py haromszog a Ps Ps Py haromszognek a koréjiik irt kor kozéppontjara vonatkozo tiikorképe. Ezt a megfigye-
lést felhasznalva a kovetkezSképpen szerkeszthetiink a keresett dbrahoz hasonlot (amit azutéan alkalmasan elforgatva
és kicsinyitve mar konnyen megszerkeszthetjiik a keresett téglalapokat).

Rajzoljunk az ABCn koré kort; ebben a csticsokkal atellenes pontok legyenek A’ B', C (6. dbra).
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Az AC’, BA', CB’ egyenesek alkotta AqByCoa oldalai merslegesek az ABC A megfelels oldalaira, s igy a két ha-
romszog hasonlé. ABA'B’, BOB'C’ és CAC' A" az el6bbi haromszdgbe beirt téglalapok, mert atloik (mint kdratmeérsk)
felezik egymast és egyenlSk. Igy valoban a keresett Abrahoz hasonlot nyertiink. (Magéat a szerkesztést természetesen
mindjart az AgBoCoA megrajzolasaval kezdhetjiik; a szerkesztés igazolasat szolgald segédvonalak a szerkesztéskor
elhagyhatok).

II1. megoldas: A Py, Ps, Ps és P, pontok ismeretében (5. dbra) a masik kett§ konnyen szerkeszthetd (pl. mint
Py és Ps tiikorképe a Py Py szakasz felez6pontjara). E négy pont viszont P; ismeretében ugy szerkeszthets, hogy beléle
a-ra merGlegest allitunk, illetSleg b-vel parhuzamost hiizunk. Az el6bbinek c-vel valé P metszéspontjabol parhuzamost
htizunk a-val, az utébbinak c-vel valé P metszGpontjabol merdlegest allitunk b-re. A ketté Py-ben metszi egymast.

Ha egy pontot sem ismeriink, akkor az a oldal tetszésszerinti (); pontjabol kiindulva végezziik el az éppen leirt
szerkesztést, a keletkezett metszéspontok legyenek sorra Qs, Qg, Q4 (7. dbra).



Egészitsiik ki QsQ5Q4-et egy Q2 csiccsal, Q1QsQ4-et pedig egy Qs cstucesal téglalappa. @2 nyilvan a-n van, a @3-
an és Q-en atmend b’ egyenes pedig parhuzamos b-vel. A keletkezett téglalapok Q2Qs, illetéleg Q3Qg 4tloi egyenlSk a
kozos Q1Q4 atloval és felezik egymast annak felez6pontjaban. Ebbél viszont kovetkezik, hogy Qs5QsQ2Qs is téglalap,
mert 4tloi felezik egymast és egyenld hossztiak. Az a, b’ és ¢ oldalak az adott haromszoghoz hasonlé és hasonl6 helyzett
haromszdget alkotnak B-vel mint hasonlésagi ponttal. Igy a keresett abrahoz hasonlét kaptunk. Q4-et B-bol b-re vetitve
nyerjik a Py pontot és ebbdl kiindulva mar megszerkeszthetjiik a tovabbiakat. (A szerkesztés elvégzésekor Q4 utan
természetesen mindjart Py-et szerkesztjiik. A szerkesztés megtaldlasat és egyben mindjart helyességének igazolasat is
szolgalo segédvonalak és pontok megrajzolasara a szerkesztéskor nincs sziikség.)

Megjegyzések: 1. A feladat a) részéhez fliz6tt megjegyzésbdl kittinik, hogy ha a beirt téglalap csiucspontjaira semmi
kikoteést nem tesziink, akkor tompaszogi haromszog esetén is megoldhatoé feladatunk b) része.

2. Derékszogl haromszog esetén (pl. ha v = 90°) Fy = My és Fo = M,, ésigy M. =N, Ps=Ps, P, =P;=C. Ez
esetben tehat a befogékhoz tartozoé téglalapok azonosak, az atfogohoz tartozé téglalap pedig az m. magassagvonalla
fajul.

3. Tehat minden haromszognek van egy és csakis egy N pontja.



