I. megoldas: A betiizést az 1.4bra mutatja.

1. dbra

El6szor egy segédtételt bizonyitunk be. Ismert tétel alapjan (Gallai-Péter 1. oszt.tankonyv 1953 — 302. old.) az M,
My, M3 pontok rajta vannak az ABCa koré irt koron. Mint merolegesszaru szogek a B-nél levs egyives szog egyenld
a C-nél levs egyives szoggel, vagyis a keriileti szogek tétele alapjan MgA AM3 és igy az M1 A egyenes felezi az
My MsoMsa, Mi<t-ét. Ugyanez dll az MsB és M3C' egyenesekre is az Ma<, illetdleg Ms<t-gel kapcsolatban.

Ennek felhasznalasaval a feladat allitasa igy bizonyithat6: Kossiik 0ssze az M pontot a keletkezett hatszog Py, P,
Ps és P, csucspontjaival. Az M Py M; P, négyszogben a Py Py atlo a tiikkrozés miatt felezi a Py és P, cstcspontoknal
levé szogeket. Tehat a szoban forgd négyszogben a két atlo egymasra merdleges és a segédtétel alapjan mindkét atlo
egyuttal szogfelezs, amib6l kovetkezik, hogy az M Py M, Ps négyszdg rombusz, és igy Py M || M P,. Hasonloképpen az
M Py M5 P3 rombuszban PyM || M3 Ps.

De az M, P, és M Ps szakaszok rajta vannak azM; M, egyenesen, amellyel a Py M és Py M szakaszok kiilon-kiilon
parhuzamosak. A két utobbi szakasznak egy kozGs pontja M, és igy P1, M és P, egy egyenesen vannak, vagyis a P; Py
atld atmegy az M ponton. Ugyanigy bizonyithato ez a P»Ps, ill. P3Py atlora is.

Megjegyzés: Igen sok versenyz6 — a segédtétel nélkiil — az atlok merdlegességébdl és csak egyediil a PPy atld
szogfelezs voltabol mar rombuszra kovetkeztetett, megfeledkezvén a deltoidrol.

II. megoldas: Segédtételliinkhoz a haromszog koré irt kor nélkiil is eljuthatunk. Ugyanis, ha az adott ABCa-
nek 717575 talpponti haromszogét tekintjiik (1. dbra), akkor nyilvan az M;MoMsa a talpponti hdromszognek 2 : 1
aranyt nagyitasa az M hasonlosagi centrumbol. Elég most mar arra az ismert tételre hivatkozni (Gallai-Péter I. oszt.
Tankonyv 1953 — 287-288. old.), hogy a haromsz6g magassagvonalai a talpponti haromszog szogfelez6i.

Lényegében ezzel azonos bizonyitas: az My, Mo és M3 pontokon at a BC', C'A, ill. AB oldalakkal huizott parhuzamos
egyenesek altal alkotott A; B;Cia-ben alkalmazzuk a talpponti haromszogre vonatkozo idézett tételt.

II1. megoldés: Segédtételunk alapjan P2T1 = T1P1, P3T2 = T2P4, MlTl = TlM (]. abra). Az Ml, PQ és P3
pontok az M;Ms egyenesen vannak, a 717> egyenes pedig parhuzamos az M; M, egyenessel, azért a Py, Py és M
pontok rajta vannak az M; Ms egyenesnek a 1175 egyenesre vonatkozo tiikorképén, vagyis P, Py és M egy egyenesen
vannak.

IV. megoldas: Jeloljik az My MoMsa szogeit Mi<t, Ma<, ill. Ms<-gel. Mivel — mint lattuk — M Py M, P és
M Py M5 P3 rombuszok (1. abra), azért az M-nél fekvs két, ill. harom ivvel jelolt szogek egyenlSk Mi<t ill. Mao<-
gel. Az M-nél fekvg athuzott ivvel jelolt szog pedig mint megfelel szog, egyenlé Ms<t-gel. Tehat a PiM Pyt =
My<t+ Mot + M3<t = 180°, vagyis P, M és P; egy egyenesen van.

V. megoldas: Huzzunk az M ponton at parhuzamost az M; M, oldallal. Messe ez M Ms-at D-ben, MsMs-at
E-ben. (2. abra).



2. dabra

A segédtétel alapjan kovetkezik, hogy DM M1 <t = M M1 Mao< = M My M3<t, tehat az M M1 Da egyenlGszaru, s igy
D az M M, felezé mer6legesén van. E felez6 méréleges azonban a BC' egyenes, tehat D az MsM; és BC egyenesek
metszéspontja, vagyis a hatszog egyik csicsa (D = Pp). Hasonléan kovetkezik, hogy F a CA és MsMs; oldalak
metszéspontja, amely a hatszognek D-vel atellenes pontja (E = Py). Az ezeket 6sszekot6 atlo tehat valoban M-en megy
keresztiil. Hasonloéan okoskodhatunk a tobbi atlokkal is. (Lényegében ez a gondolata Patkai Gyorgy bizonyitasénak).

A segédtétel felhasznalasa nélkiil, kozvetlenil az M;, Ms, M3 pontokon dtmend kor segitségével is bizonyithatjuk
allitdsunkat, amint azt a VI — IX. megoldasok mutatjak.

VI. megoldas: Kossiik 6ssze az M pontot a hatszog P és Ps csucspontjaval (3. abra).

3. dbra

Az ABM,C hurnégyszogben A<t + My<t = 180°. Tehat az A csucsndl 1évs, az dbréan egy ivvel, ill. két ivvel és az
M, csucsnal egyszer athuzott, ill. kétszer athuzott ivvel jelolt szogek, (szam szerint 4) Osszege 180°.

Az A-nal levs egyives szog, mint keriileti sz6g egyenld az Ms-nal 1évs egyives szoggel, ez pedig a tiikrozés folytan
egyenlS az M-nél levs egyives szoggel. Teljesen ugyanigy bizonyithato, hogy az A-nal 1évs kétives szog egyenls az
M-nél 1évé kétives szoggel. Az Mi-nél 1éve egyszer athuzott ivvel jelolt szog, mint tiikros szog, ill. csicsszog egyenls az
M -nél fekvs hasonlo jelzést szoggel. Ugyanez all az Mi-nél és M-nél 1évs kétszer athuazott ivvel jelolt szogekre is. De
a P3 M Ps<t éppen e négyféle szog Osszege, vagyis PsM Ps<t = 180°. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a P3;Ps atlo dtmegy
az M ponton. (Tomor Benedek megoldasa.)

VII. megoldas: Kossiik 0ssze az M pontot a hatszog P» és Ps; cstucspontjaval. Be fogjuk bizonyitani, hogy a
BP; M Ps négyszogben az M< = 180° (4. abra).



4. dbra

A Py-nél 1éve egyives szogek a tiikkrozés miatt egyenlSk. Ennek a szognek potld szoge az Mi-nél fekvs kétives
sz0g, amely, mint keriileti szog, egyenls a B-nél fekvs kétives szoggel, ez viszont mint merdlegesszara szog, egyenls a
C-nél fekvs kétives szoggel. Ez utobbi potloszoge az A-nal fekvs egyives szognek. Tehat négyszogiink Po<t-e egyenls az
ABCa A<-ével. Ugyanigy bizonyithatjuk, hogy négyszogiink Ps<-e(az abran egyszer athuzott ivvel jelolve) egyenls az
ABCaC<-ével. Tehat négyszogiinkben B<(+ Po<{+ Ps<t = B+ A<+ C< = 180°, és igy a negyedik szog: M <t = 180°.
(Bartfai Pal megoldasa.)

VIII. megoldas: Kossiik 6ssze az M pontot a hatszog Ps és Ps cstcspontjaval (5. dbra).

5. dbra

Az A-nal fekvé egyives, ill. kétives sz0g a VI. megoldas alapjan egyenlé az M-nél fekvs hasonlo jelzési szogekkel. E
két szog Osszege az A-nal fekvl egyszer athuzott ivvel jelolt szog, amely mint meréleges szaru szog, egyenls az M-nél
fekve egyszer athazott ivvel jelolt szoggel, amibgl kdvetkezik, hogy a PsM C egyenls az egyives szoggel, vagyis PsMC<
és Ps M M3<t csucsszogek. Tehat a P3Py atlo atmegy az M ponton.

IX. megoldas: Kossiik Ossze az M-et a hatszog Py és Py csucspontjaval, tovabba C-t My és Ma-vel (6. abra).




6. dbra

Az Mj-nél 1évs egyives szog a tiikrozés folytan egyenld az M-nél 1éve egyives szoggel. Ugyanigy egyenlSk az Mo
és M-nél 1évs kétives szogek. De az M;C My M; hirnégyszoghben a M1<t + Ma<t = 180°, tehat a P M Py<t = 180°.
(Reichlin-M. Viktor megoldasa.)

Az allitas kovetkezd, igen szellemes, csupan a talpponti haromszog tulajdonsagain alapulé bizonyitasat adta Vigassy
Jozsef, a verseny gyGztese.

X. megoldas: Kossiik Ossze az M pontot a hatszog P3Py Py és Py csicsaival, tovabba huzzuk meg az ABCa-ben
az M-en &t az AB-vel parhuzamos A’ B’ és az AC-vel parhuzamos A”C" szakaszt (7. abra).

7. dbra

A keletkezett A'B’'C és A” BC” haromszdgek hasonlok és hasonld fekvéstiek. A tiikrozés folytan az M P3P, ill.
Ps M Pypa-€k a fenti két haromszogbe irt minimalis keriiletd haromszogek (Gallai Péter 1. oszt. Tankonyv 1953 — 332-
334. old.), vagyis a talpponti haromszogek, melyek tehat egyméaskozt szintén hasonlok és hasonlo fekvésiek. Tehat
MPs || PsM1, mint megfelels oldalak. E két parhuzamos szakasznak M végpontja kozos, ennélfogva a Ps, M és Pj
pontok egy egyenesbe esnek.

Megjegyzés: Tételiink tompaszogl haromszogre is altalanosithato, de akkor a megfelels P P, P3Py PsPs pontok
hurkolt hatszogre vezetnek, melynek kétszeres pontja (hurokpontja) mindenkor a tompaszog csucspontja. A szemkozt
fekvs csucspontok most is a Py és Py, Py és Ps, P53 és Ps csticspontok (8.abra).

8. dbra

A bizonyitas ugyanugy torténik, minta hegyesszogl haromszog esetén, csakhogy most a tompaszoget bezar6 olda-
lokhoz tartozo magassagok (melyeknek talppontjai az oldalak meghosszabbitasara esnek) a talpponti haromszog kiils
szogét felezik, vagyis a tompaszoget bezard oldalak felezik a talpponti haromszog megfelels szogeit. Az M hasonlosagi
centrum e szerepét most is megtartja.



