I. megoldas. Vilasszuk a parabola tengelyét z-tengelynek, cstcsérintét y-tengelynek, ekkor a parabola egyenlete
y? = 2px.
Legyen a parabola x1, y; pontja az érintési pont, akkor az érinté egyenlete

yy1 = p(x + 1),

ahol
yi = 2pxy,
azaz )
n=%

Igy az érintési pontban emelt mersleges, ill. az F (O, g) fokuszbol az érintGvel parhuzamosan hiizott egyenes egyenlete
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2pyrx + 2p°y = 1 (yi + 2p°)
illetve
yo 2 (o-2),
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2px — 21y = 2.
Innen kikiiszobolve y-t, ill. x-et

2
’

2p(y; +p*)z =yi +20%y +p" = (W7 +9°) 200° +ydy = i (yi +p°).

Oszthatunk p? + yi-tel, mert ez nem lehet 0 és y;-et kikiiszobolve kapjuk, hogy 2y = y1; 2px = 3% + p* = 4y* + p?,

azaz y? = g (:1: — g), ez pedig olyan parabola egyenlete, melynek csicspontja (Olg), az eredeti parabola fékusza,

paramétere pedig az eredeti parabola paraméterének negyedrésze.
*

A feladat megoldhato koordinatéak és (ami lényegében ugyanazt jelentené) Pythagoras tételének felhasznalasa nélkiil
is. Ekkor a kovetkezo Osszefiiggésekre lesz sziikségiink: a parabola tetszés szerinti P pontjanak a vetiilete a direktrixen
legyen @, ekkor a P pontban huzott érint6 az FPQ< szogfelezGje, vagy ami ezzel egyenértékd, a parabola fokuszdbol
az érintdkre bocsatott merdlegesek talppontjainak mértani helye, a parabola csicsérintdje.

Valéban meghtzva az FPQ< felezGjét (mely merdlegesen metszi QQF-et a cstucsérintére esd R felezGpontban), erre
FP = PQ, de az egyenes barmely mas P’ pontjara FP' = P'Q, az utébbi tavolsag pedig nagyobb P’-nek a direktrixtsl
mért tavolsdganal (6. abra).

6. dbra



Igy az egyenesnek minden P-t6l kiilonboz6 pontja a direktrixhez kozelebb van, mint a fokuszhoz, tehat a parabola,
ugyanazon oldalara esik. Konnyen lathat6 az is, hogy minden méas P-n dtmené egyenesnek van pontja a parabolanak
mindkét oldalan. Igy valoban e szogfelez6 a parabola érint6je. Az abra alapjan forditva is konnyd a cstcsérintd
barmely R pontjahoz megkeresni azt a P pontot a parabolan, melyben hiizott érint6re F-b&l merdlegest bocsatva
annak talppontja, éppen R lesz.

II. megoldas: Legyen P-bdl a direktrixre bocsatott merdéleges talppontja @, F'Q felez6pontja R, az érintére P-ben
bocsatott merdleges és az F-bol az érintGvel huzott parhuzamos metszéspontja M (7. dbra).
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7. dbra

A segédtétel szerint FRP< = 90°, tehat az FM PR négyszog téglalap, igy M P{FR, de akkor egyszersmind
MR || PQ. Bocsassunk P-b6l merélegest a parabola tengelyére; messe ez M R-t, ill. a tengelyt az S, ill. T' pontban.
1
Ekkor az oldalak parhuzamossiga és M P = F R miatt, MPSA = FRAA, s igy PS = RA = §PT, MS=FA= g

Az M pontok mértani helye tehat az adott parabolabdl a kovetkez6 modon keletkezik: el6sz6r minden pontnak

a parabola tengelyétsl valo tavolsagat felére csokkentjiik, azutan az igy keletkezett gorbét b tavolsaggal eltoljuk. Az
utobbi lépés a gorbe alakjat nem valtoztatja meg; az A pontot, mely az els§ 1épésnél helyben marad, F-be viszi
at. Az elsG lépésnél viszont a parabolabol ujabb parabola keletkezik, melynek a cstcsa és tengelye azonos az eredeti
parabolaval, paramétere pedig negyed-akkora. (L. jelen szdimunkban a 618. sz. feladatot.)

II1. megoldas. Az FM PR téglalap atloi egyenlk és felezik egymast, igy RN, mint az FPQa kozépvonala
parhuzamos @ P-vel, vagyis mercleges a csucsérintére és RN = NF (8. &bra), tehat az N pont olyan parabolat ir le,
melynek az eredeti parabolaval kozos a fokusza, direktrixe pedig az eredeti parabola csicsérintGje, tehat paramétere
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8. dbra

Minden egyes N pontbol ugy nyerjik a megfelel6 M pontot, hogy a csticsérint6tsl vald tavolsagat kétszeresre
nyudjtjuk. Ezzel ismét parabolat nyeriink, amelynek tjra felez6dik a paramétere, cstcsa pedig F-be keriil.

2Legyen e egy PR-t6l kiilonbozd egyenes P-n 4t. Ennek azon félegyenesének pontjai mely P-b6l indulva a direktrix és PR kozti hegyes
szogtérbe 1ép, konnyen lathatéan a fokusztél vannak tavolabb, mint a direktrixt6l, viszont messe az F-b6l e-re bocsatott merdleges a
direktrixet Q’-ben. Emeljiink Q’-ben a direktrixre merélegest, messe ez F'Q' felez6merdlegesét, illetSleg e-t a T, ill. U pontban, akkor
belathato, hogy T'Q’ és U kdzt van FT = TQ' s igy FU < FT +TU = Q'T + TU — Q'U, vagyis U a fokuszhoz van kdzelebb, mint a
direktrixhez, tehat e &tmetszi a parabolat.

3Ijgy is lathato ez, hogy az S pontok az eredeti paraboldnak az F' pontbdl felére kicsinyitett képét alkotjak.



Megjegyzés: Felhasznaltuk, hogy ha egy parabolat a direktrixtél egy iranyban kétszeresen megnydjtunk, vagy ha
ugyancsak egy irdnyban a tengelye felé 1/2 aranyban Osszehtzzuk, akkor ismét parabolat kapunk, mindkét esetben
kisebb parameéterrel: el6bbi esetben az eredeti paraméter fele, utébbi esetben a negyede lesz az 4j paraméter. Ez
azonban semmikép sem magatol értet6ds, még csak az Gsszes parabolak hasonlosagabol sem kovetkezik. Legkénnyebb

1
koordinatak segitségével belatni. (Mellesleg az els6 megoldasban M koordinétéira adoédd = = 2—(y% +p%) =21 + g,
p

y = N is éppen a II. megoldasban elemien bizonyitott Osszefiiggéseket fejezi ki.) A II. és III. megoldasban viszont

éppen a koordinatakat akartuk elkeriilni, tehat csak akkor mondhatjuk, hogy ez sikeriilt, ha a fontebb emlitett tényeket
is koordinatak és Pythagoras tételének felhasznalasa nélkiil tudjuk bizonyitani. Ez sem iitkozik nehézségbe. A III.
megoldasra vonatkozoan megmutatjuk, a II. megoldéassal kapcsolatos bizonyitast ennek alapjan az olvasoéra bizzuk (1.
a 618. feladatot).

Legyen d, A és I' egy parabola direktrixe, csucsa és fokusza; P egy pontja, () annak vetiilete d-n és legyen
QP =2QP (9. dbra).

9. dbra

Segédtételiink értelmében QF szakasz R felez6pontjara PRF< = 90° és R természetesen a csicsérintén van. Ha P’
valoban parabolat ir le, akkor ennek csticsa az F pont kell, hogy legyen. Az ebben d-vel parhuzamosan htizott egyenes
messe a PQ egyenest Q’-ben, felez6pontja legyen R’. Ismét segédtételiink értelmében elegends azt megmutatni, hogy
az R'-ben P'R'-re bocsatott merdleges egy a P’ pont helyzetétdl fiiggetlen ' pontban metszi az AF tengelyt.

Toljuk el R'P’-t énmagéval parhuzamosan tgy, hogy R'R-be keriiljon. Ugyanez az eltolas vigye F'-t, P’-t, ill.

Q'-t, F", P" Q"-be. Mivel F'F" = RR' = g, fiiggetlen a P’ pont helyzetétdl, igy elegendd azt megmutatni, hogy F”
helyzete is fiiggetlen. Tudjuk, hogy
QQ"=RR =P'P', amibsl Q'P"=2Q"P.
Mivel
PRF< = P"RF" < = 90°,
igy
PQ"Ra ~ RAFA és P"Q"Rp ~ RAFY,

mert megfelels oldalaik paronként merslegesek. Igy

1 PQ// B PQ// Q//R B RA AF" B AF"

2 P'Q" Q'R Q"P" AF RA  AF’

azaz 1
AF” = §AF7

tehat AF" és igy a vele egyenls FF' is fiiggetlen a P’ ponttol és fele az eredeti parabola megfelels adatanak. P’ tehat
parabolat ir le, melynek paramétere feleakkora, mint az eredeti paraboléé, és ez volt a bizonyitando.



