I. megoldas:
a) A terilet kiszdmitdsa: Képzeljik a feladatot megoldottnak. A betiizést az 1. 4bra mutatja.
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1. dbra
Az
(1) 2?4 (a—y) =4,
(2) 2 +y° =09,
(3) (a—2)* +y* =16,

egyenletrendszerbél akarjuk kiszamitani a-t, illetGleg a?-et. (2)-bol levonva (1)-et és (3)-bol (2)-t

(4) 2ay — a® = 5,
(5) a® —2ar =T.

A (2) alatti egyenletet 4a*-tel szorozva, tovabba (5) és (4)-bol 2ax és 2ay értékét behelyettesitve
(@ -7 + (a2 +5)° = 36a>.
z = a® 4j ismeretlent vezetve be
222 — 40z 474 =0, vagyis 22 —20z+437=0,

ahonnan
a?=2=10+ \/@

Tehéat
a? =10 + 37 ~ 17,9374, a2 =10 — 37 ~ 2,0629.

Az as oldala négyzetnek P nincs a belsejében, mert V2a; < 3 = BP.

b) A négyzet megszerkesztése: A P pontrol azt tudjuk, hogy az A és B ponttol mért tavolsdgainak az ardnya 2 : 3,
a B és C ponttol vett tavolsdgainak ardanya pedig 3 : 4. Ennek alapjan a négyzet megszerkesztése a kovetkezSképpen
torténhet: rajzoljunk tetszés szerinti A’B'C’D’ négyzetet és azt az Apollonius-kort, amelynek pontjaira nézve az A’
és B’ ponttol meért tavolsagok aranya 2 : 3, tovabb4 azt, amely pontjainak a B’ és ¢’ ponttél mért tavolsagai ardnya
3 : 4. E két kornek van 2 metszéspontja P és P* (2. abra).




Nagyitsuk vagy kicsinyitsiik a négyzetet a P (ill. P*) pontbél, mint hasonlosigi centrumbol agy, hogy AP (ill.
AP*) 2 hosszegység legyen. Az egyik megoldasban a P pont a négyzeten kiviil van.

II. megoldas:

a) A terilet kiszdmitdsa: A kovetkez6 at, amelyen t6bb versenyzd elindult, jo példa arra, hogy nem minden helyes
Osszefiiggés alkalmas a feladat attekintheté megoldasara.

Aszerint, amint P az ABCa-ben, vagy ACDa-ben van, fennall a teriiletekre vonatkozo
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a
tapp tteop +tacp = >

egyenletek egyike, ahol a a keresett négyzet oldala. Az egyes haromszogek oldalhosszai 2, 3, a, ill. 3, 4, a, ill. 2, 4, a\/g,
igy Heron képlete szerint

5+a a+1 a—1 5—a 1
tapp = \/ : : . = Z\/(% —a?)(a® - 1),

2 2 2 2

74a a+1 a—1 7—a 1
t — . . . — 2./(49 —a®)(a2 —1
BCP \/2 5 5 D) 4\/(9 a?)(a )s

tacp = \/<3+ %) (% + 1) (% - 1) (3— %) - %\/(18—a2)(a2 ~9).

Ezeket a fenti egyenletbe helyettesitve egy tagot a baloldalra kellene vinni, majd haromszori négyzetre emelés utan
jutnank algebrai egyenletre, mely kozben nem egyszertisddik lényegesen. Igy ezen az titon nem jutunk gyakorlatilag
kezelhet6 megoldésra, bar teljesen helyesen irtunk fel kozben egy egyetlen ismeretlent tartalmazo egyenletet.

Azért a Heron-képlettel is célhoz érhetiink, a kovetkez6 modon. (A jelolést az 1. Abra mutatja.) Az elgbbiek alapjan

1
(1) 4t1243P = (2tABp)2 = 1(25 - CL2)(CL2 -1 = (ax)2 = a%2?,
1
2) Ahp = (2hpep)? = S(19 — a?)(a® 1) = (a)? = a2
tovabba 2?4y =32=09. (3)

(1) és (2)-bol 22, ill. y? értékét (3)-ba helyettesitve, rendezés utan az I. megoldasban szerepls
a* —20a” +37=0

egyenletet nyerjiik.
b) A négyzet megszerkesztése: Tegyiik fel, hogy a keresett négyzet oldalhosszat (pl. az I. megoldasban megadott

modon) kiszamitottuk:
a—1\/10+ 3V/7.

Ez az eredmény és altaldban minden olyan formula, amelyik az adott mennyiségekbdl a 4 alapmivelet (ide tartozik
az egész kitevGji hatvanyozas) és véges szamua négyzetgyokvonas alkalmazasaval elGallithatd, mindjart modot is ad
a kérdéses adat megszerkesztésére. (Lasd 544. sz. kitiizott feladatot.) Esetiinkben, ha ismert az egység (pl. a 3 és 2
hosszisagu tavolsagok kiilonbsége), a nem egyéb, mint olyan derékszogi haromszog atfogodja, melynek befogoi V10 ill.

\/3V/7. Ez ut6bbi tavolsagot ugy szerkeszthetjiik meg, hogy el6bb megszerkesztjiik VT-et és azutan V7 és 3 kozdtt a

meértani kézéparanyost. VT pl. olyan derékszogi haromszog befogojaként nyerhets, amelynek ismert befogoja 3 egység,
atfogoja 4 egység (3. abra).




v 10 olyan derékszogl haromszog atfogoja, amelynek befogoi 3 és 1 egység (4. abra).

4. dbra

(Teljesen hasonloképpen szerkeszthetd meg a méasik gyok: /10 — 3V7 is.

Megjegyzés: Lényeges volt, hogy szerkesztéseinkben csak a kiindulasul adott tavolsagokat és az azokbol megszer-

kesztetteket (pl. V7, \/3V/7) hasznaltuk fel. Tobben a szamitassal kapott eredményt (irraciondlis szam kozelits ér-
tékét) meérslécrol igyekeztek korzdnyitasba venni és ezzel a tavolsaggal »szerkesztettek« négyzetet. (Valojaban csak
»rajzoltak« négyzetet). Ilyen modon természetesen a legtobb szerkesztés nem okozna gondot annak, aki ismeri a tri-
gonometriat. Ilyen eljarast azonban nem neveziink »szerkesztés«-nek, barmilyen jo is legyen gyakorlati szempontbdl,
mert a megengedett szerkesztd eszkozok kozott nem szerepel a tavolsag- és szogmeérs, hanem csak a korzs és vonalzo.

III. megoldas:

a) A teriilet kiszamitdsa: Térjiink vissza az 1. dbrahoz. Legyen ABP< = ¢, PBC< = 1. Szamitsuk ki cos p-t, ill.
cos -t a cosinus-tétel segitségével az ABP, ill. PBC haromszogekbdl. A kifejezésekben egyedill az AB = BC = a
négyzetoldal lesz ismeretlen. Erre pedig abbol kaphatunk egy egyenletet, hogy ¢ + 1 = 90°, s igy cos) = sin ¢, vagyis

(1) cos? o + cos® i = cos? p +sin® p = 1.
Az ABP héromszogbol
a® + 3% — 6acosp = 22,
ahonnan
a?+32-22 a?+5

2 = =
(2) cosy 6a 6a

A PBC haromszogbdl
a® + 32 —6acost) = 42,

ahonnan

a? 432 —42 R
3 = = .
(3) cos 6a 6a

A (2) és (3) alatti értékeket (1)-be helyettesitve
a?+5\° n a2 —7\" 1
6a 6a -

a* —20a? + 37 = 0.

amibdl

Ezzel az els6 megoldasban mar szerepld egyenlethez jutottunk.

b) A négyzet megszerkesztése: Az A, B, ill. C' pontok rendre a P pont koriil 2, 3, ill. 4 egységnyi sugara ks,
ks, ks koron lesznek (5. abra). Az egyik cstcsot, pl. A-t tetszés szerint megvalaszthatjuk a ko koron. Keépzeljiik
most megszerkesztettnek a négyzetet. A négyzet B cstcsat atvihetjiik C-be ugy, hogy A koriil 45°-kal elforgatjuk és
egyidejileg A-bol 1 : V2 aranyban nyujtjuk. Hajtsuk végre ezt a transzformaciot a ks korre vonatkozoan, akkor a
keletkezett 1j kor (P’ koriil 3v/2 sugart) metszi ki a ky korbol a keresett négyzetnek A-val szemkozt fekvs C (ill. C*)
csucsat. Ennek ismeretében a masik két csicspont mar konnyen megkaphat6. Ismét csak egy esetben lesz P a négyzet
belsejében.
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IV. megoldas:

a) A négyzet megszerkesztése: Képzeljik a feladatot megoldottnak és forgassuk el a négyzetet a B csucs koriil
90°-kal gy, hogy az A cstics elforgatasa: A" a C csiicsra keriiljon (6. dbra). A P elforgatasa P’ és a forgatés szoge
miatt PBP’'<c = 90° és természetesen PB = BP' = 3.

Ezek alapjan a szerkesztés menete: szerkessziink egyenldszart derékszog PBP' haromszoget PB = BP' = 3
hossztisagt szarakkal (7. abra) és szerkessziik meg azokat a pontokat, amelyek P-t6l 4, P'-t6l 2 egység tavolsagra
vannak. 2 megoldas: C' és C*. Ezek a pontok felelnek meg a B-vel szomszédos csucsnak. C (ill. C*) ismeretében a
négyzet mar kdnnyen megszerkeszthetd. Ismét csak az egyik négyzet felel meg feltételiinknek.

7. dbra

b) A terilet kiszamitdsa: A szerkesztés modot ad a szamitas elvégzésére is. A BPCa-bdl (6. abra) a cosinus-tétel
szerint

a®> = BP? + PC? —2-BP - PC - cos(45° + a) = 32 + 4% — 24(cos 45° cos o — sin45° sin ) =
(1) =25 — 12v/2(cos a — sin ).

A CPPj-bsl

CP? =CP?+ PP?—-2.CP-PP'cosa = 4% + (3\/5)2 — 24V2cos q,

ahonnan

@) cosa—16+18_4— 30 5
242 24V2 42’

és igy

A (2) és (3) alatti értékeket (1)-be helyettesitve

42 42

(A szerkesztés masodik megoldéasa a 45° — « szognek felel meg.)

5 7
a2=25—12\/§<— i) =25—1543V7 =10+ 3V7.



Megjegyzés: A szerkesztés és a szamitas is elvégezheté barmelyik bemutatott modon, akkor is, ha 2, 3, 4 helyett
mas AP = p, BP = q, CP = r tavolsag van adva. A és C szimmetrikus helyzete miatt feltehetjiik, hogy p < r. Ez
esetben az utolsé megoldasbdl pl. azonnal adodik, hogy a feladat akkor és csakis akkor oldhaté meg, ha

p+r>Vv2¢ & p+V2q>r,

azaz

p>|V2q—r]



