Az allitds k = p— 1-re nem igaz, mivel (p—1)! nem oszthato p-vel, hiszen p prim. Megmutatjuk, hogy 1 <k <p—1
esetén teljesiil az allités.

El6szor a kovetkezst igazoljuk. Ha f(z) egy n-edfoku egész egyiitthatos polinom és z™ egylitthatoja nem oszthato
p-vel, akkor f(z) legfeljebb n db 0 és p — 1 kozotti egész szamra oszthato p-vel.

A bizonyitast az n fokszamra vonatkoz6 teljes indukcioval végezziik. n = 0-ra az allitas nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy
az allitas (n—1)-re igaz. Legyen most f(x) n-edfoku egész egyiitthatos polinom. Ha az f(z) = 0 mod p kongruencianak
nincs megoldéasa, akkor nincs mit bizonyitanunk. Ellenkezs esetben legyen « egy olyan 0 és p — 1 kozotti egész szam,
amelyre

(1) f(a@) =0 mod p

Ismeretes, hogy (f(z) — f(a))-bol (z — «) kiemelhets, azaz

f(@) = fla) = (z — a) g(2),

ahol g(x) az z-nek (n — 1)-edfoku egész egyiitthatos polinomja. c-ra fennall (1), igy a megoldandé kongruencia ilyen
alakba irhato:
f(z) = f(a) =0 mod p,

(2) (x —a) g(xz) = 0 mod p.

Megjegyezziik, hogy g(z) egyiitthatéi fiigghetnek a-tol, de g(x)-ben 2"~ ! egyiitthatoja megegyezik 2™-nek az f(z)-beli
egyitthatojaval, tehat nem oszthaté p-vel.

Egy szorzat akkor és csak akkor oszthato egy p primmel, ha valamelyik tényezGje oszthato vele, azaz (2)-nek 0 és
p — 1 kozotti megoldasai az ¢ = « és a g(x) = 0 mod p megoldésai lesznek. Utdbbibol az indukcios feltétel szerint
legfoljebb n — 1 van, mert g(x) (n — 1)-edfokut, kovetkezésképp (2)-nek és igy (1)-nek legfeljebb n darab 0 és p — 1
kozotti megoldéasa van. Ezzel segédtételiinket bebizonyitottuk.

Most ratériink a feladat allitdsanak igazolasara. Legyen
f@)y=(@-D(x-2)...(x—p+1)— (P71 = 1).
A | kis-Fermat™-tétel értelmében f(1), f(2),..., f(p — 1) mindegyike oszthatd p-vel, tehat az
f(z) =0 mod p

kongruencidnak p—1 db 0 és p — 1 kozotti megoldasa van. Masrészt £ (x) legfoljebb (p — 2)-edfoki. Tehat a segédtétel
értelmében f(x) minden egyiitthatoja oszthato p-vel. f(z)-ben 1 < k < p — 1-re 2P~ 1~F egyiitthatoja ugy kaphato
meg, hogy az 1,2,...,(p — 1) szamok koziil minden lehetséges modon kivesziink & kiilonbozot, ezeket Gsszeszorozzuk,

i szorzat Osszegét, és ezt az Osszeget megszorozzuk (—1)k—na1. Ez a szam tehat oszthato

p-vel, ami a feladat allitasat adja 1 < k < p — 1-re.

képezziik az igy kapott (n

Megjegyzés. A bizonyitott allitasbol teljes indukcidval az is kiadodik, hogy az 1+ + (p— 1)k Osszeg minden
1 <k < (p—1)-re oszthato p-vel.



