
Megadunk egy ilyen f függvényt. Legyen a1 = 10, a2 = 1010, és általában ai+1 = 10a
i

(i = 1, 2, . . .). Az f függvényt

ezek után de�niáljuk úgy, hogy f(x) = 0, ha x < 10 = a1, f(x) = 1, ha 10 ≦ x < 1010 = a2, f(x) = 2, ha

a2 = 1010 ≦ x < 1010
10

= a3 és általában f(x) = k, ha ak ≦ x < ak+1. Nyilvánvaló, hogy lim
x→+∞

f(x) = +∞. Legyen

most n tetsz®leges egész és k > n. Magától értet®d®, hogy ak ≤ x < ak+1 esetén lg x ≧ ak−1, lg(lg x) ≧ ak−2 és

általában

lg(lg . . . (lg x) . . .) ≥ ak−n,

ha a bal oldalon n db logaritmusjel áll. Mivel ilyen x-ekre f(x) = k, azért

0 ≦
f(x)

lg(lg . . . (lg x) . . .)
≦

k

ak−n

,

ha ak ≤ x < ak+1.

Ebb®l pedig következik, hogy ha rögzített n mellett lim
k→∞

k

ak−n

= 0, akkor egyúttal lim
x→+∞

f(x)

lg(lg . . . (lg x) . . .)
= 0 is

fennáll (a nevez®ben n db logaritmusjellel), és az f függvény megfelel a feladat feltételeinek. Így elegend® bizonyítanunk,

hogy

lim
k→∞

k

ak−n

= 0.

Teljes indukióval adódik, hogy ak ≧ 10k, hiszen a1 = 101 és ha ak ≧ 10k, akkor ak+1 = 10ak ≥ 1010
k

≧ 10k+1
.

Tehát

0 ≦
k

ak−n

≦
k

10k−n
= 10n ·

k

10k
.

Mivel n rögzített és k · 10−k
tart 0-hoz, ezért lim

k→∞

10n
k

10k
= 0, amivel a bizonyítást befejeztük.
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