Az egység oldali négyzet lefedhets 9 kisebb, egyenként 1/3 oldalt négyzettel. Egy kis négyzet atloja v2/3 <
0,5, tehat barmely két pontjanak tavolsaga kisebb 1/2-nél. Kovetkezésképp egy kis négyzetbe legfeljebb egy pontot
helyezhetiink el — igy az egész egységnégyzetbe legfeljebb 9 pontot.

Masrészt 8 pont elhelyezhets a kivanalmaknak megfelelGen (1. abra).
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1. dbra

gy maximalisan 8 vagy 9 pontot tudunk tgy elhelyezni az egységnégyzetben, hogy barmely kettd tavolsaga 1/2-nél
nagyobb legyen.

Térdcsik Jend (Bp., Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.)
Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy a pontos felsé korlat 8. Ehhez tegyiik fel, hogy mégis sikeriilt elhelyezniink 9 pontot
a kovetelményeknek megfelelGen — ebbdl fogunk ellentmondésra jutni.

Tekintsiink egy tetszéleges a,, monoton csokkend, 0-hoz tartozo6 sorozatot. Minden n-re rajzoljunk az egységnégyzet
oldalai és kozépvonalai mentén a,, szélességi savokat (2. abra).
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2. dbra

Ezek 9 darab a,, X a, méretli négyzetet vagnak ki a nagy négyzetbdl. Ha sikeriil agy megadnunk az {a,,} sorozatot,
hogy minden n-re a kis négyzetek mindegyikébe a 9 pont koziil egy essen, akkor készen vagyunk: lima, = 0 miatt
a kivalasztott pontok csak a négyzet cstcsai, oldalfelezd pontjai és kozéppontja lehetnek — ellentétben azzal, hogy
koziiliik nem barmely ketts tavolsaga nagyobb 1/2-nél.

Az maradt héatra, hogy megadjunk egy megfelels {a,, } sorozatot. a1 = 1/3 nyilvan jo: az egységnégyzetet 9 kisebb
négyzetre osztjuk, s az elébb lattuk, hogy ezek mindegyikébe pontosan egy pontnak kell keriilnie.

Tegyiik fel, hogy valamely a,, < 1/3-ra mar tudjuk, hogy a pontok a 2. abra megfelels részeibe esnek. Legyen ABC' D
és A'B'C' D’ két ,;szomszédos” a,, X an-es kis négyzet (3. dbra), a koztiik levé tavolsag CB’ = DA’ = (1 — 3ay, ) /2.
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3. dbra

A 9 pont koziil egy—egy esik az ABCD, ill. A’B’'C’'D’ négyzetekbe. E két pont kozti téavolsag nagyobb 1/2-nél.
Ezért példaul az ABCD négyzetben levs pont nem lehet a CD oldalhoz PC = QD = a,/10-nél kiozelebb. Ugyanis
ha felvesziink egy tetszéleges pontot a PCDQ téglalapban, annak az A’ B'C’ D’ négyzet tetszéleges pontjatol — igy az
abban levé kivalasztott ponttol is — valé tavolsaga legfeljebb

PD/: PQ2+QD/2:

2 an+1—3an+ 2
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ami 0 < a, < 1/3 miatt kisebb 1/2-nél.

Ha kivagjuk a 2. abra négyzeteibdl az Osszes ily moédon kapott ,tiltott” téglalapot, a 9 pontnak a megmaradt
részekbe kell esniiik (4. abra).
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4. dbra

Ezeket a részeket viszont — mint az kdnnyen lathatd — lefedik az an+1 = 0,9 a,-hez tartozd an41 X an41-es kis
négyzetek. Tehat ezek mindegyikébe is pontosan egy esik a megadott pontok koziil.

Az ay =1/3, any1 = 0,9 a, formulaval definialt sorozat tehat jo, talaltunk egy megfelels {a,} sorozatot. Ezzel az
allitast is igazoltuk.



