I. megoldas. Az allitast 8 lépésben bizonyitjuk. Egy tetszéleges S alakzatnak a fenti T transzformaéci6 szerinti
képét a rovidség kedvéért St-vel jeloljiik.

1. Ha T a siknak kolcsonosen egyértelmt ponttranszformacioja, S és S’ pedig a sik két tetszéleges alakzata,
akkor St és St alakzatanak pontosan annyi kozds pontja lesz, mint az S és S’ alakzatoknak van. Két nem metsz6
(parhuzamos) egyenes T szerinti képe tehat két nem metsz6 alakzat lesz. Ha a T transzformaciorol még azt is tudjuk,
hogy egyenest egyenesbe visz, akkor parhuzamos egyenespdr képe parhuzamos egyenespdr.

2. Nyilvanval6 az is, hogy kolcsonosen egyértelmi ponttranszformacio alakzatok kézos pontjat a képalakzatok k6zos
pontjaba viszi, tehat egyenesek metszéspontjanak a képe a képegyenesek metszéspontja. A paralelogramma parhuzamos
oldalegyeneseit egy kolcsonosen egyértelmii, egyenestartd ponttranszformécié parhuzamos oldalegyenesekbe, a cstacso-
kat (nem parhuzamos oldalegyenesek metszéspontjait) a képegyenesek metszéspontjaiba viszi, tehat paralelogramma
képe paralelogramma.

3. Erintse most az e egyenes a K kort. Ha a T transzforméacio kort korbe visz, akkor az et egyenes érinteni fogja
a K1 kort, T tehat kort érintd egyenest a képkort érintd eqyenesbe visz.

4. Ha P a K koron kiviil fekszik, akkor P-b6l htzhato e érintSegyenes K-hoz. Ezért a Pr-bdl huzott et egyenes is
érinteni fogja a Kt kort, Pr tehat a Kt koron kiviil lesz. Igy a kor kiilsé pontjai a képkér kiilsé pontjaiba, a kérvonal
pontjai a képkorvonal pontjaiba, a kor belsd pontjainak képei a képkdr belsd pontjaiba mennek dt. Hazzunk kort az AB
szakasz mint atmérs folé. Az AB egyenesnek a koron beliil levs pontjai lesznek az AB szakasz belsé pontjai, igy a T
transzformécio ezeket a pontokat a képkor bels pontjaiba viszi, vagyis az At Bt szakasz belsé pontjaiba. Azt kaptuk,
hogy az AB szakasz pontjainak képei az At Bt szakasz pontjainak képei lesznek.

A 2. és 4. pont alatt mondottakbdl mar kdvetkezik, hogy ha a CD szakasz az AB szakasz parhuzamos eltoldsdval
keletkezik, akkor ugyanez dll a képszakaszokra is: a Cp Dt szakasz az Ap Bt szakasz eltolasaval keletkezik. (Az ABDC
négyszog ugyanis pontosan akkor paralelogramma, ha a CD szakasz az AB szakasz parhuzamos eltoltja.)

5. Most belatjuk, hogy a T transzformécio kdr dtellenes pontjait a képkor dtellenes pontjaiba viszi. Legyen ugyanis
A és B a K kor két atellenes pontja. Erintse az e egyenes a K kort az A pontban, az f egyenes pedig a B pontban.
Ekkor az et és fr egyenesek is érinteni fogjak a K kort. Masrészt e parhuzamos f-fel, mert a K kort atellenes
pontokban érinti e két egyenes. Kovetkezésképp et is parhuzamos fr-vel. Tehat et és fr atellenes pontokban érinti a
K kort. De ez a két érintési pont éppen e és K ill. f és K kozos pontjanak a képe, vagyis A és B képe. A és B képe
tehat valoban a képkor két atellenes pontja.

6. Huzzunk egyenest a K kor kozéppontjan keresztiil. Ez az egyenes a K kort két atellenes pontjaban metszi, tehat
az egyenes képe a K kort két atellenes pontban metszi, vagyis a&tmegy a Kt kor kozéppontjan. Huzzunk még egy
egyenest a K kor kozéppontjan keresztiil. Ennek képe is atmegy Kt kozéppontjan. A két egyenes metszéspontjanak
a képe a képegyenesek metszéspontja, tehat a K kor kdzéppontja éppen a Kt kor kozéppontja lesz. Vagyis a T
transzformacié bdrmely kor kézéppontjat a képkor kozéppontjdba viszi.

Ezt az allitast igy is fogalmazhatjuk: ha az OB szakasz az OA elforgatdisdval keletkezik, akkor ugyanez dll a
képszakaszokra: O Bt a Ot At szakasz elforgatottja. (A és B pontosan akkor van ugyanazon az O kozépponttu koron,
ha OB az OA elforgatottja.)

7. Ha két szakasz egyenld, akkor egy parhuzamos eltolassal és egy elforgatassal atvihet6 az egyik a méasikba. Lattuk,
hogy egy szakasz eltolasanak a képsikon is a képszakasz valamilyen parhuzamos eltoldsa, elforgatasanak a képszakasz
valamilyen elforgatéasa felel meg. Ebbdl kovetkezik, hogy egyenld hosszi szakaszok képei eqyenld hosszi szakaszok.

8. Ha az AB szakaszt n egyenls részre osztjuk, akkor az osztopontok képei a képszakaszt n egyenls részre bontjak,
hiszen egyenl6 hosszu szakaszok képei egyenls hossziak. Ha most az AB és CD szakaszok aranya racionéalis; mondjuk
AB : CD = n : m, akkor az AB szakasz eloszthato n, a CD szakasz m egyenl§ részre ugy, hogy a szomszédos
osztopontok kozti szakaszok a két szakaszon egyenld hossziuak. A T transzformécio egyenls szakaszokat egyenld hosszi
darabokba visz, tehat az AB és CD szakasz képei is feloszthatok ugyantgy n, ill. m egyenl6 részre. Tehat ArBr :
CTDTZTLZmZABZCD.

A feladat allitasa ebbsl mar kovetkezik: ha az ABC haromszog oldalainak ardnya AB : BC : CA =3 :4:5, akkor
ugyanez igaz az At Bt : BprCr : Cr At ardnyra is.

II. megoldas. Legyen T kolcsonosen egyértelmi egyenes- és kortartd ponttranszformacio. Azt allitjuk, hogy egy-
mést metszd ill. érint6 egyenld sugari kérok T szerinti képei egymést metszd ill. érint6 egyenld sugari korok lesznek.

Vegyiink fel ugyanis 5 kort a kovetkezéképpen, K, K', £, L' legyen négy egyenls sugari kor, menjen mind a négy
keresztiil ugyanazon az O ponton, a K és K’ korok érintsék egymast, az £ és al’ korok szintén, végiil az 6todik, M
kor kozéppontja legyen O, és érintse ez a kor K, K', £, £', mindegyikét. Az érintési pontokat rendre P, @, R, S jeldli.
(M sugara a t6bbi kor atmérdjével egyenls, lasd az abréat.)



T kortartd, ezért az 5 kor képe is 5 kor lesz. T kolcsondsen egyértelm, tehat alakzatok kézos pontjat a képalakzatok
k6zos pontjaba viszi, kiilonb6z6 pontokat kiilonb6z6 pontokba visz. A kozbs pontok szamét megtartja, érinté kordket
tehat érinté korokbe visz. Mindebbdl kivetkezik, hogy K és K'r, illetve L1 és L' érinti egymast az O pontban,
tovabba K, K'r, L1 és L' rendre a Py, Qr, Rt, St pontokban érinti az My kort.

T egyenestarto, igy az egyenesre illeszkedd P, O, @ pontok. Pr, Or, QT képei is egy egyenesre illeszkednek. A
paronként egymaést érints K, K'r, Mt kordk 3 érintési pontja tehat egy egyenesen van. Ismeretes, hogy ha 3 egyméast
paronként (kiillénb6z6 pontban) érinté kor 3 érintési pontja egy egyenesen van, akkor mindharom kér kézéppontja is
ezen az egyenesen van, s ez az egyenes mindharom korbdl atmérst metsz ki. Ezt az allitast felhasznalva azt kapjuk,
hogy az Mt kor M kdzéppontja rajta van a Pr, Or, Q1 pontok meghatirozta egyenesen és O Pr ill. OrQT a
K, ill. K't kér atméréje. Szimmetrikus okoskodéassal adédik, hogy az Mt kor M kdzéppontja rajta van az R, Or,
ST pontok meghatarozta egyenesen, és Op Ry ill. OpSt az Lt ill. L't kor atmérsje. Vagyis M a PrQr és RSt
egyenesek metszéspontja. De ezek metszéspontja éppen O, vagyis O éppen az M kor kézéppontja. Kovetkezésképp
az Ot Pr, OrQt, Ot R, O1 ST szakaszok az Mt kor sugarai, s egyenlok. Masrészt e szakaszok a K, K'r, L1, L'1
korok atmérdi, azaz ezek a korok egyenls sugariak.

Belattuk tehat, hogy egy ponton keresztilmend, egyenld sugari kérok képe egy ponton keresztilmend egyenld sugari
kdrok, tovdbbd érintd kérpdr képe érintd korpdr.

Legyen most az ABC haromszog oldalainak ardnya AB: BC : CD =3:4::5.

Osszuk fel

az AB oldalt a C7, C5 pontokkal harom,

a BC oldalt az Ay, As, As pontokkal négy,

a CA oldalt a By, Bs, B3, B4 pontokkal 6t
egyenlc’i részre. Rajzoljuk meg az ACl, 0102, OQB, BAl, A1A2, A2A3, Agc, OBl, B1B27 B2B37 B3B47 B4A étmér(’ijfi
koroket. Ez a 12 kér mind egyenld sugari, és mindegyiknek van k6z6s pontja az el6tte, ill. utana emlitettel (az utolsonak
az els6vel is), s ha ez a koz6s pont nem az A, B, C cstcsok egyike, akkor a korok érintik egymast. A fent bizonyitott
délt betts Allitas szerint e 12 pontbol és 12 korbdl 4llo alakzat T szerinti képe egy hasonlé alakzat lesz, mert egyenld
sugara korok egyenls sugari korokbe, érint6korok érintékordkbe, metszé korok metszé kdrokbe és metszés-, ill. érintési
pontok metszés-, ill. érintési pontba mennek at. Ezzel belattuk, hogy az ArBrCrt haromszog oldalainak az ardnya
3:4:5 lesz.

Borsé Zsolt (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., III. o. t.)

Megjegyzések. 1. Belattuk az I. megoldasban, hogy a T transzformécié a raciondlis aranytu szakaszok aranyéat
megtartja. E megoldas 4. pontjabol kénnyen belathato, hogy a T transzformacié folytonos, tehdt minden aranyt
megtart, azaz T hasonlosag. A kovetkezd tételhez jutunk tehat:

A sik kélesonosen egyértelmid T transzformdcidja pontosan akkor hasonldsdg, ha egyenest egyenesbe és kort korbe
VisZ.



2. A II. megoldasbol tulajdonképpen azt kapjuk, hogy ha egy haromszog oldalainak ardanya p : r : s, és p, r, s
egészek, akkor ugyanez a haromszog képének oldalaira is all. Ebb&l még kozvetleniil nem kovetkezik, hogy barmely két
szakasz képe egyenls. (A bizonyitdsban nem szerepel az a lépés, hogy parhuzamos szakaszok képe parhuzamos lesz.)
T folytonossagat kihasznalva azonban méar ennyibdl is kovetkezik, hogy T hasonlosag.



