I. megoldas. Legyenek a gytrtik nagysag szerint g1, g2, - .., go, a legkisebb gytri g1, a legnagyobb go.

Nézziik, hanyféleképpen lehet pontosan k gytrtt elhelyezni az oszlopon. Rendeljiik hozzd minden ilyen gyftrielhe-
lyezéshez a gytrtk sorszamat alulrol felfelé haladva, leirt sorrendben. Igy egy k jegyt szamot kapunk. Az els6 jegy az
elGszor ledobott gytrd sorszama lesz. Ez a gytrt nem lehet g1, go, ..., gx—1, hiszen ezek koziil egyik sem esik lejjebb a
(k—1)-edik pozicional, és utana mar csak legfeljebb (k—2)-t, igy Osszesen k — 1 gytirtit tudnank az oszlopon elhelyezni.
Az els6 jegy tehat nagyobb, mint k — 1.

Altalaban az i-edik jegy az i-ediknek ledobott gytiri sorszama lesz, ez a gytirt nem lehet a g1, go, . .., gr—i gytrtk
egyike sem, hiszen ez esetben csak tovabbi k — ¢ — 1 gytritinek maradna hely. [gr—; a (k — )-edik pozicional fennakad.]
Az i-edik jegy tehat nagyobb, mint k — i.

b

Masrészt a k jegyd szdm minden jegye kiilonb6z6, mert egy gytirt sem szerepel kétszer. Azt kaptuk tehét, hogy a k
gylri elrendezésének egy olyan k jegyd szam felel meg, amelynek minden jegye kiilonb6z8 és i-edik jegye (1 < i < k)
nagyobb, mint k£ — ¢. Nyilvanvalé masrészt, hogy ha egy k jegyd szamnak megvannak ezek a tulajdonsagai, akkor a
neki megfelel szamu gytrtket sorra radobhatjuk az oszlopra, egyik sem fog ttl magasan fennakadni. (Az els6 utan
legalabb k& — 1 hely, a mésodik utan legalabb k — 2, altaldban az i-edik utan legalabb k — i hely marad meg.)

A gytri—elhelyezések és az ilyen tulajdonsagu k jegyd szdmok kozott kolesonos megfeleltetést hoztunk tehét létre.

Azt kell most méar kiszamolnunk, hogy héany olyan csupa kiilonbozs jegybdl allo k jegyl szam van, amelynek
1 <4 < k-ra az i-edik jegye nagyobb, mint k — i.

Az ilyen szamok elss jegye a k, k+ 1, ..., 9 szamjegyek valamelyike lesz, ez 10 — k lehetség. Rogzitsiik az els6
jegyet. Ekkor a méasodik jegy a k — 1, k, k+ 1, ..., 9 szamjegyek valamelyike lesz, de az els6 jeggyel nem egyezhet
meg. Igy most is 10 — k lehetSség van. Barmi is tehat az elsé jegy, a masodik 10 — & kiilonbz6 modon, valaszthato
meg a feltételeknek megfelelgen. Tegyiik fel dltalaban, hogy az els6 i szamjegyet mar megvalasztottuk a feltételeknek
megfelelen: mind kiilénbozs és az els6 jegy a k, ..., 9, a masodik a k — 1, k, ..., 9 stb., az i-edik a k — ¢ + 1,
k—i+2,...,k, ..., 9 szamjegyek kozil valo. Az (i + 1)-edik jegyet a k — i, k —i+ 1, ..., k, ..., 9 szamok koziil
kell valasztani, hiszen a feltétel szerint az (i + 1)-edik jegy nagyobb, mint k —i — 1. Ez tehat 10 — (k — 4) lehetGség, de
ezek kozott kozte van az els6 4 jegy is, ami most mar nem valaszthato. Igy akirhogyan is rogzitettiik az elss i jegyet
a feltételnek megfelelGen, az (i + 1)-edik jegyet a feltételnek megfeleléen 10 — k kiilonb6z6 modon valaszthatjuk meg.
Ebbdl kovetkezik, hogy az elsG jegy 10 — k, az els6 két jegy (10 — k)? stb., s vegiil a k jegy (10 — k)* kiilonb6z6 modon
vélaszthato.

Azt kaptuk tehat, hogy (10 — k)]C olyan k-jegyd szadm van, amelynek az i-edik jegye nagyobb, mint k& — i, ha
1 < i < k. Ugyanennyi tehat azoknak a gytrtelhelyezéseknek a szama is, ahol pontosan k gytrit helyeztiink el. Az
osszes gytrdelhelyezések szamat tehat ugy kapjuk, ha (10 — k) értékét k =0, 1, ..., 9-re osszeadjuk: 10° + 9! + 8% +
73 4+6%+5°+4°54 37428 + 19 = 11 378. Ha n gyird van, akkor a fenti gondolatmenet azt adja, hogy az Gsszes gytri
elhelyezések szama R, = (n+1)°+n' + (n—12+... + (n— k)" 4. 4+2"71 41" példaul Ry =1, Ry =2, Ry = 4,
R3 =9, Ry = 23.
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II. megoldas. A feladatot altalanosabban oldjuk meg, 9 gytrd helyett n gytrtre. Legyen az n gytrid nagysag
szerint rendre g1, g2, .- ., gn, & legnagyobb g1, a legkisebb g,,. Jelolje f(n, k) azt, hogy hanyféleképp tudunk pontosan



k gytrit az oszlopra dobni, R,, pedig a keresett gytrtelhelyezések szaméat. Nyilvan

Neézziik tehat, mennyi f(n, k) értéke, azaz hanyféleképpen lehet k gytrtt az oszlopra dobni? Nyilvanvalo, hogy ha
a gp gyuridt az els6 k — 1 lépés valamelyikében az oszlopra dobom, akkor utdna tobb mar nem fér ra, hiszen g,
mindenképp fennakad az oszlop tetején. k gytrit tehat csak ugy helyezhetek el, ha az els6 k — 1 gytrit g1, go,
.+ gn—1 kOzil valasztom, majd a k-adiknak a még ra nem dobott gytrik koziil egy tetszilegest valasztok. Az els6
k — 1 gytlrd a legfels6 poziciét szabadon kell hogy hagyja, kiilonben nincs hely a k-adik gytrtnek. Az els6 k£ — 1
dobasnél tehat ugyanaz a helyzet, mintha a g, gylrd és a legfelsé pozicié nem létezne: k — 1 gytir(t kell elhelyeznem
az oszlopon, n — 1 gytrd koziil valogathatok, és az oszlopon n — 1 hely van. Ezt nyilvan f(n — 1, k — 1) kiilénb6z6
modon tehetem meg, az els6 k — 1 gytrit tehat ugyanennyiféleképpen: f(n—1, k—1) kiilonb6z6 modon valaszthatom,
a k-adikat az els6 k — 1 ilyen valasztasa utan mindig (n — k + 1)-féleképp valaszthatom, k gytird elhelyezésére tehat
fn—=1,k—1)-(n—k+1) kiilonb6z6 lehetGség van. (Nyilvanvald, hogy minden lehet&séget szambavettiink, és minden
lehet@séget pontosan egyszer vettiink szdmba. Végiil az is nyilvanvald, hogy minden szamba vett lehetGség valéban k
gylriinek egy jo elhelyezését adja.)
Azt kapjuk, hogy

2) o B) = fn—1, k= 1) (n—k+1).
Tudjuk, hogy f(n,0) = 1 minden n természetes szamra; ebbdl és (1)-bdl teljes indukcioval kénnyen adodik, hogy
f(n, k) = (n—k+1)*. Ez ugyanis k = 0 esetén igaz és ha tudjuk, hogy minden n-re f(n, k—1) = [n— (k—1)+1]*71

akkor (1)-b6l f(n, k) = f(n—1,k—=1) - n—k+1)=n—-1-(k-1D+1*1- (n—k+1)==m—-k+1)" Azt
kaptuk tehat, hogy a gytriket

n

Ry=> (n+1-k)F*

k=0

kiilonb6z6 moédon lehet az oszlopra dobni. A feladat esetében
Rg=10"+9"+8+ 7+ 6% +5° +4% + 37 + 2% + 1 =11 378.
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