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Megoldas. Els6 lépésként a k < n — 2 esettel foglalkozunk. Belatjuk, hogy ez esetben a kifejezés értéke 0. Bovitsiik
mindegyik tortet agy, hogy a p, kifejezés szerepeljen a nevezében:

a_’f _ (an —az)(an —a3) ... (an — an—1)ak
Y41 B (a1 —az)(a1 —az)...(a1 — an—1)pn
a_’2“ _ (an —ai)(an —a3)...(an — an_1)ak
p2 (a2 —a1)(ag —az)...(az — an_1)pn
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o1 (e —a) .. (an — an_2)al_,
-1 (Gn71 —&1)---(04171 _an72)pn'

Tekintsiik a kovetkezs polinomokat:
¢1(z) = (x—a2)(x—a3z)...(x —ap—1), ...,
gi(z)=(x—a1)...(x —ai—1)(® —aj11) ... (x — apn—1), ...,

Gn-1(x) = (x —a1) ... (x — an—2).

(Vagyis legyen Q(x) = (x —a1)(x — az) ... (x — an—1) és q;(x) = Q(x) > _

k k
al ak q;(a
Nyilvanval6, hogy — = —— 4:(an)
bi Pn qi(aq)

CHN <aﬁ_ a1(an) i @2(n) k_Gnoa(an) )
¢ (ar) g2(a2) gn—1(an-1)

és akkor az (1) kifejezés

P pn—pn

(2)

Itt a zarojelben az alabbi P(z) polinomnak az x = a, helyen felvett értéke all:

01 () ak _ g2(7) ak gn—1(z)

= .Ik — e
Plz) = q1(a1) ! q2(az) 2 Gn-1(an—1)
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Itt k <n —2, a g¢; polinomok (n — 2)-edfokuak, a nevezsk rogzitett helyettesitési értékek, af szintén konstans, P(x)
tehat egy (legfeljebb) (n — 2)-edfokt polinom.

Belatjuk, hogy P helyettesitési értéke az x = a1, ag, ..., an—1 helyeken rendre 0. Legyen 1 £ ¢ < n— 1. a; egyaréant
gyoke a q1(x), ..., gi—1(x), ¢i+1(2), . .., gn—1(x) polinomoknak |hiszen ezek mindegyikében szerepel az (z —aq) tényezd|,
tehat ¢;(a;) = 0, ha j # i. Kovetkezésképp

Pla;) = af _ Qi(azi) ic k k
ahogy Allitottuk.

Az ay, a9, ..., ap—1 szamok mind kiilonbozok, igy azt kaptuk, hogy a legfoljebb (n — 2)-edfokt P(x) polinomnak
n — 1 kiilonb6zs helyen felvett értéke 0. Ebb6l viszont, mint ismeretes, mar kovetkezik, hogy P(z) csak az azonosan 0
polinom lehet. Mésrészt (2) szerint

a—lf+...+%zp(a"),
P1 Pn Pn

igy ennek a kifejezésnek is 0 az értéke, ahogy allitottuk.

Vizsgaljuk ezutan a k = n — 1 esetet. Legyen j < n-re
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+ + ..+
(CLl - ag)(al - ag) NN (a1 — CLj) (CLQ — al)(ag — CLg) . (CLQ — CLj)
ak
+ : = Fj.

(aj — al) P (aj — aj_l)



aj — af

a1 — ag
Masrészt az el6z6ekben belattuk, hogy Fi; = 0, ha k < j — 2 (ha az a szdmok szama legalabb 2-vel nagyobb
k-nal). Most megmutatjuk, hogy ha j = 3, és k = 1, akkor

j =2 esetében Fj o =

ami mindig egész, ha a1, as egész.

(3) Frpj=Fy_1,-1+ajFr_1;

amibdl k-ra és j-re vonatkozo kettds teljes indukcioval azonnal kapjuk, hogy ha a1, ..., a, mind egészek, akkor Fy ;
értéke minden k 2 0, j = 2 értékre egész. (3)-bol ugyanis latszik, hogy ha Fj,_; ; és Fj,_1 j_1 értéke egész, akkor Fy, ;
értéke is egész.

Hatra van még (3) bizonyitésa. Legyen ¢ < j. Ekkor

a:
4 =
( ) (ai—al)...(ai—aifl)(al-—ai+1)...(ai—aj)
a; ' (a; — a5) + ajaj

(041' — CLl) e (041' — aifl)(ai — ai+1) e (ai — aj)
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(@i —a1)... (@i —ai—1)(a; — aix1) ... (a; — a;—1)
+ ai
a; .
J (ai — CLl) e (041' — aifl)(al- — ai+1) e (041' — aj)
Vegiil
k k=1
() % —0+q Y

(a; —a1)(a; — az) ... (a; — a;-1) (a; — a1)(a; — az2)...(a; — aj-1)

Ha most (4) és (4’) bal oldalait osszeadjuk, akkor éppen Fj ;-t kapjuk, ha pedig a jobb oldalakat adjuk Gssze, akkor
Fr_1,j-1 + a;Fx_1,; adodik. Ezzel (3)-at és a feladat allitasat is belattuk.

Megjegyzések. 1. Elég egyszertien belathato, hogy ha az (1) kifejezésben kozos nevezére hozunk, akkor a nevezd
az Osszes (a; — a;) alaka tényezSk szorzata (i # j), és a szamlalé minden ¢ # j-re tobbszorose (a; — a;)-nek. Abban
a ritka esetben, amikor az Osszes a; — a; relativ prim egymadshoz, ebbsl mar kévetkezik, hogy a nevezében szerepld
szorzattal is oszthaté a szamlalo, vagyis a kifejezés egész szam. Az altalanos esetben at kell el6bb térni n-valtozos
polinomokra: az a;-ket hatarozatlanoknak kell venni, s gy beldtni, hogy a szdmlalé minden a; — a; alakt polinommal
oszthat6. Polinomok kérében mar igaz, hogy ez esetben a polinom az Osszes ilyen a; — a; alakd tényez6k szorzataval,
azaz a nevezével is oszthat6. Ez a tobbvaltozos polinomokra vonatkozé allitds azonban lényegesen mélyebb tételeken
alapszik, mint amilyent a fenti bizonyitasban hasznaltunk.

2. Gyakran talalkozunk a kovetkezd, Ggynevezett interpolacios feladattal. Meg kell hatarozni azt a legkisebb foku
polinomot, amely az adott ai, as, ..., a,—1 helyeken rendre az adott ci, ¢, ..., ch—1 értékeket veszi fel. A feladat
megoldasaban szerepld ¢;(x) polinomok segitségével konnyen felirhato egy (n — 2)-ed foku megfelels R(x) polinom:

0 () 32() In-1(x)
R(z) =c +c +o g —
(=) 1(11(611) 2(12(a2) 1Qn—1(an—1)
; . . . . Qi(ai) ..
Valoban lattuk, hogy ¢;(a;) = 0, ha i # j, tehat R(a;) = Ciﬁ = ¢;, ahogy kivantuk.
qi\G;

Az R(x) polinom (n — 2)-edfoka (ez az tun. Lagrange-féle interpolaris polinom), és belathato, hogy altalaban
alacsonyabb fokd polinom nem adhaté meg.
3. A (3) képletbdl levezethets, hogy k = n — 1 esetén Fy, ,, értéke 1. Ha ugyanis n = 2, akkor

aq a9
Foin=Fa= + =1,
a1 — ag as — a1
ha pedig n = 3, akkor (3) szerint
Fn—l,n = I'n—2n-1 + aan—2,n-
De itt Fj,—2 5, = 0, mint lattuk, tehat F,,—1 ., = Fy—2 n—1. EbbGL teljes indukcioval F,_1 ,, = F 2 = 1 adodik. Masrészt
n 2 k esetén teljes indukcioval az is levezethets (3)-bol, hogy Fy, ,, az Osszes olyan aj'a’ ... al" alaku szorzatok Osszege,

ahol j1 +jo+ ... +jn =k —n+1. (Igy példaul F,,,, = a1 +as+... +an, Foiin=05 +a3+...+a> +aras+ ...+
aran + azaz + ...+ asan + ...+ ap_1a, stb .)



