(1) apg = ay Zl,

(2) pt1 =2ap +an—1 (n=1,2,...).
I. megoldas. Szamitsuk ki az ag, aq, ... sorozat elsé par tagjat:
ag=a1=1, a3 =3, a3 =7, ag =17, a5 =41, ag =99, a7 =239, és ag = 577.

Ha a 2(a3, — 1) kifejezés értékét is kiszamitjuk n = 1,2, 3, 4-re, akkor azt kapjuk, hogy

2(a3 — 1) = 16= 4%2=(1+3)
202 —1)= 576 = 247> = (T+17)
2(a2 —1) = 19 600 = 140% = (41 + 99)°
2(a2 — 1) = 665 856 = 8162 = (239 + 577)°.

Valo6szintnek latszik tehat, hogy altalaban igaz a

[

(3) 2(a3, — 1) = (azn + azn-1)°

Osszefiiggés. Ezt fogjuk most teljes indukciéval belatni. Lattuk, hogy n = 1,2-re (3) teljesiil. Tegyiik most fel, hogy
k = 2 és 2n = 2k — 2-re igaz a fenti Osszefliggés, azaz

(4) 2(ady,_5 — 1) = (a2k-2 + az—3)°.
Ebbél akarjuk bebizonyitani, hogy
(5) 2(asy, — 1) = (azk + ags1)*

is fennall.

Vonjuk ki (5) bal oldalabol (4) bal oldalat: A kiilonbség 2(a3; — a3 o) = 2(aox — aop_2)(azx + aox_2). Az elsd
zardjelben (2) szerint 2agr—1 all, tehat (5) és (4) bal oldalanak kilonbsége 4asg_1(agk + azk—2). Mésrészt a jobb oldalak
kiilonbsége

(agk + agp—1 + ask—2 + ask—3)(a2k + azk—1 — a2x—2 — a2x—3).

Az els6 tényezonél asg-ra, majd as,—o-re alkalmazva a (2) Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
Az + agk—1 + agk—2 + agk—3 = 3agk—1 + 2a2k—2 + agk—3 = 4agk—1.

A masodik tényez6ben agi_1 —agk—2—ask—3 = aok—2 [Most asy_o-re alkalmaztuk (2)-t]. A két jobb oldal kiilonbsége
tehat 4dasp_1 (agk + agk—2).

Latjuk tehat, hogy (5) és (4) bal oldalanak kiilonbsége megegyezik a két jobb oldal kiilonbségével. Minthogy (4)
az indukcios feltevés szerint igaz, ebbdl kovetkezik, hogy (5) is igaz. Ezzel az indukcios lépést, s egyszersmind (3)-at
is bebizonyitottuk. Minthogy pedig asy + aor_1 minden k-ra természetes szam, ezzel azt is belattuk, hogy 2(a3; — 1)
minden természetes szamra teljes négyzet.

II. megoldas. (3) felirhato gy is, hogy
(3" 202, — (agn + agm_1)* = 2.
Be fogjuk latni, hogy ha ag, a1 tetsz6leges szamok és n 2= 1-re a,y1-et a (2) egyenlet definialja, akkor minden n 2 2-re
(6) 2a2, — (a2n + a2n—1)° = 203, o — (azn—2 + a2n_3)°.
Ebb6l mar kovetkezik, hogy 2a2,, — (agn + ag,_1)> értéke fiiggetlen n-t6l és megegyezik 2a2 — (ag + a;)” értékével. A
feladat esetében ez az érték éppen 2, mert a1 = 1, ag = 3. Ha tehat belatjuk, hogy minden a,, sorozatra, amelyre (2)
teljesiil, (6) is teljesiil, ebbdl (3') és a feladat &llitdsa mar kdvetkezik.

Jeloljiik u-val ag,—o-t és v-vel ag,—2 + ag,—s-at. Probéaljuk meg ag,-t és (ag, + ag,—1)-et kifejezni u-val és v-vel!
Ehhez a (2) egyenletet hasznaljuk:

a2 = 2G2n—1 + @2n—2 = 2(2a2n—2 + a2n—3) + a2n—2 = 3u+ 20

A2n + G2n—1 = 3a2p—1 + a2n—2 = 3(2a2,—2 + aG2n—3) + azn—2 = 4u + 3v.



(6) tehat azt allitja, hogy
2(3u + 20)° — (4u + 3v)? = 2u? — 2,

ami minden wu, v szampdarra fennall. Belattuk tehat, hogy a (2) egyenletbdl (6) minden n = 2-re kovetkezik, ami
bizonyitandé volt.

II1. megoldas. Probaljuk meg a,-t cA™ + du™ alakban felirni, ahol ¢, d, A, p alkalmas konstansok. a,-re teljesiil
a (2) egyenlet, ami azt jelenti, hogy minden n-re teljesiilnie kell a

N+ dp™ = 2eN"TH F 2dp T eV 4 dp
egyenldségnek. Atalakitasok utan azt kapjuk, hogy minden n-re
AT =20 — 1) Fdp" % (u? - 2u — 1) = 0.

Ha most ji-t és M-t az 22 — 2z — 1 = 0 mésodfoku egyenlet két gyokének, (1 + v/2)-nek, ill. (1 — v/2)-nek valasztjuk, ez
mindig teljesiilni fog. Ha tehét a,, = ¢(1 + \/§)n +d(1 - \/ﬁ)n, akkor a (2) egyenlet minden n-re teljesiil.
Sziikségiink van még arra is, hogy ag = 1 és a1 = 1 legyen, azaz

14V +d1-v2) =ctd=1 & e(1+v2)+d(1l-v2) =1

is teljesiiljon. A két egyenletet c-re, d-re megoldva azt kapjuk, hogy ¢ = d = 1/2.
Kovetkezésképp az

1 n n
ol = 5((1+\/§) +(1-v2) ) n=0,12,...
képlettel definialt sorozatra teljesiil, hogy
ay=ay=1 é a, ,=2a,+a, ; n=12....

Teljes indukcioval azonnal lathato, hogy az a), sorozat megegyezik a feladatban definialt a,, sorozattal. Azt kaptuk
tehét, hogy

(7) ap = %((1 +V2) (1 \/5)").

(Megjegyzendd, hogy a jobb oldalon — bar ez az elsé pillanatban nem latszik — egész széam all.)
A feladat allitAsa marmost az, hogy 2(a3, — 1) teljes négyzet. (7) szerint

2(ad,— 1) =21 (14 VD" + 1= VD)) -1 -

2n 2n
:%{(1+\/§)4"+(1—\/§)4"]+2'2'(1+\/§i -V,
1 tn w L (VDT v
_5[(1+\/§) +(1-V2) }—1_< v )

Azt kell tehat belatnunk, hogy a nagy zaréjelben egész szam &all. A binomiélis tétel szerint
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on _ 4 _ (21 2n 2 (2n 3 2n 2k 2n 2k+1 2n
1-v2)2 =1 (1)\/§+(2)\/§ (3)\/5 +...+(2k)\/§ (2k+1)\/§ oV
Ha a fenti két kifejezést kivonjuk egymasbél, azok a tagok, ahol V2 paros kitevével szerepel, kiesnek, azaz

Ve = 1= Ve =2V () + GV 4ot (70 WV e (7 )V,

Itt a nagy zardjelben V2 mindig paros kitevével szerepel, vagyis csupa egész szdmot kell sszeadni. Kovetkezésképp
2n 2n
[(1 +v2)" — (1 —+2)"|/V/2 egész szam, amint bizonyitani akartuk.

Megjegyzések. 1. Mindharom megoldas gondolatmenetével bebizonyithaté az is, hogy 2(a3,,, + 1) szintén teljes
négyzet. Az elsé két megoldéas gondolatmenete alapjan

2(a§n+1 +1) = (azn+1 + azn)2-
2. A II. megoldas valéjaban azt adja, hogy a feladat sorozatara

202 — (an + an_1)2 =(-1)"-2.



aZ-tel osztva és a bal oldalt tényezdkre bontva kapjuk, hogy

(\/__M) (\/§+ an—i—an_l) _ 2.(_1)71;

an, an a?
1. . ap + ap—1 L . L . . L, ) 2 L 1
Nyilvanvalo, hogy ——————= > 1 > 2 — /2, ezt a mésodik zarojelbe beirva atosztas utan adodik, hogy
429
Gn + Ap—1 1
e — < _
'\f I

Az a, nevezSji (a, + an_1)/an tort tehat 1/a2-nél kozelebb van V2-hoz: Ez jo kozelitésnek szamit, hiszen ha g
1 2

egész, akkor a g, i, v i alaku tortek koziil v/2-hoz legkozelebbirsl altalaban csak annyit mondhatunk, hogy
q q q

1

legf('jljebb2— tavolsagra van v/2-t6l. Minthogy a, nagyon gyorsan né és tart a végtelenbe, nagy n-ekre a fenti becslés
q

a ,legjobb” a, nevezsji tortrol, azaz (a, + an—1)/a,-r6l lényegesen erésebbet allit. Masrészt konnyen bebizonyithato,

1
hogy a ,legjobb” ¢ nevezsji tort (g egész) is mindig legalabb 3 tavolsagra van V2-t61.

q2



