Az allitast 20 varos helyett tetszéleges n szamu varosra bizonyitjuk. Feleltessiink meg minden varosnak egy-egy
pontot, és kossiink ssze két pontot, ha a nekik megfelels varosok kozott van kozvetlen jarat. Igy egy grafhoz jutunk,
a varosoknak megfelel6 n pont lesz a graf n szdgpontja, a jaratokat jelzé szakaszok pedig az élek. Minden szégponthol
négy él indul ki. Tegyiik fel, hogy az egyik légitarsasag jaratait piros, a masikét kék szind élek jelzik grafunkon. Ez
esetben a kovetkezg tételt kell belatnunk.

Tétel. Ha egy graf minden szégpontjabol négy él indul ki, akkor az élek kiszinezhetdk pirossal és kékkel gy, hogy
minden szégpontbol két piros és két kék €l induljon ki.

Ennek az allitdsnak a bizonyitasdhoz két tovabbi tételt hasznalunk fel.

A Tétel. Tetszoleges graf szogpontjai beoszthatok ugy osztalyokba, hogy barmely két szégpont pontosan akkor
legyen egy osztalyban, ha az éleken haladva el lehet jutni az egyikbdl a masikba.

Ezt a tételt konnyen bebizonyithatjuk.

Vegyiink egy tetszGleges a szogpontot, a neki megfelels varos legyen A. Valasszuk ki az 6sszes olyan varost, ahova
A-bol repiilén (esetleg tobbszori atszallassal) el lehet jutni. Soroljuk ezeket a varosokat A-val egy osztalyba.
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A két halmaz kozott nem vezet él.

1. dbra

Nyilvanvalo, hogy ha B és C két ilyen véros, akkor B-bdl (A-n keresztiil) el tudunk jutni C-be is (esetleg t6bbszori
atszallassal). Masrészt semelyik ebben az osztalyban szerepls varosbol nem vezet jarat az osztalyon kiviilre, mert ha
valamely D varosba el lehet jutni A-bol, akkor A-bol azokba a varosokba is el lehet jutni, amelyekbe D-bdl indul jarat
(1. &bra).

Ha most a fennmaradé (A-val egy osztélyba nem keriils) varosok koziil kivalasztunk egy tetszéleges A’-t, arra ezt
az eljarast megismételhetjiik. Az A’-vel egy osztélyba sorolt varosok egy tjabb (az el6z6t61 diszjunkt) osztéalyt adnak.
Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig a varosok el nem fogynak. A varosok igy kapott osztalyozasit a nekik megfelels
szogpontokon végrehajtva éppen a kivant osztalyozashoz jutunk.

Persze el6fordulhat, hogy minden szogpont (ill. varos) belekeriil mér az els§ osztélyba. Ez az eset akkor &ll elg,
ha A-b6l minden vérosba el lehet jutni. Ilyenkor a grafot dsszefiiggonek nevezziik. Altalaban pedig az igaz, hogy az
egy-egy osztalyba keriilt szogpontok és a koztiik futo élek egy ilyen Osszefiiggs (rész)grafot alkotnak.

Lattuk, hogy két kiillonbozs osztalyba tartozé pont kozott nem vezet él, igy feladatunkban egy-egy osztaly altal
meghatarozott részgrafon beliil is minden szégpontbdl négy él indul ki.

Gréafunkat tehat olyan dsszefiiggd részgrafokra bontottuk, ahol minden pont pontosan egy részhez tartozik, és
minden részgrafban az Gsszes végpontbol négy él indul ki. A tételt elég kiilon-kiilon az ilyen Gsszefiiggd osztéalyokra
bizonyitani. Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy feltehetjiik: a grafunk Gsszefiiggs. Ezutan ratérhetiink masodik felhasz-
nalando tételiinkre. Ez igy szol:

B Tétel. Ha egy 0Osszefiiggs grafban minden szogpontbol paros sok él indul ki, akkor a graf éleit végigjarhatjuk ugy,
hogy minden élt pontosan egyszer érintiink és az els6 él végpontja a masodik kiindulépontja, a masodik végpontja a
harmadik kiindulopontja stb., végiil az utolsé él végpontja az els6 kiindulépontja lesz. (2. abra. Az ilyen élvégigjarast
a graf Euler-kérének nevezik.)
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graf, amelynek ) qrdf, amelyhek
van Euler-kére nincs Euler-kore

2. dabra

Minden élt pontosan egyszer érintiink, de a szogpontokat sziikségképpen tobbszor is érintjiik: ha pl. — mint esetiink-
ben — minden szogpontbol négy él indul, akkor minden szégpontot kétszer kell érinteni, kivéve az els6t, azt haromszor.
Altalaban: ha egy szogpontbol 2k él indul ki, akkor ezt a pontot k-szor kell érinteni, kivéve ha ez a kezd6pont, amely
esetben (k + 1)-szer.

Ezt az allitast felhasznalva most mér konnyen bebizonyithatjuk tételiinket Osszefiiggs grafokra. A feltétel szerint
minden szogpontbdl négy él indul, igy a B tétel alkalmazhato. Jarjuk végig az ott szerepl6 médon az éleket, és kdzben
fessiik be Gket. Az els6 élt fessiik pirosra, a masodikat kékre, és altalaban a paratlanadik lépésben érintett éleket
fessiik pirosra, a péarosadik lépésben érintetteket kékre: A kezd&pont kivételével minden szégpontot kétszer érintiink,
s egy érintésnél két élt festiink meg: egyet pirosra, egyet kékre. Igy végiilis minden szogpontbol két piros, két kek él
fog indulni — legalabbis a kezdGpont kivételével. A kezdSpontot haromszor érintjiik: indulaskor egy bel6le indulé élen
kezdiink neki, ezt pirosra festjiik. Menet kozben egyszer dthaladunk rajta, ekkor két élét festjilkk ki, egyet pirosra,
egyet kékre. Végiil az utolso6 1épésben ide ériink vissza. Ha ez az él paros sorszami, akkor kékre festjiik, s ez esetben a
kezd6pontnal is két él lett piros, két él pedig kék. De vajon paros lesz-e az utolso él sorszama? Szerencsére igen, mert
péros sok él van grafunkban. Szamoljuk ugyanis Ossze az éleket: n szogpont van, mindegyikbdl 4 él indul ki, ez 4n
élt jelent. De igy minden élt megszamoltunk mindkét végpontjanal, az élek szama tehat ennek a fele: 2n, s ez paros.
Tehat a kezd6pontbdl is két kék és két piros él indul ki. Ezzel délt betds allitdsunkat bebizonyitottuk.

Mar csak a felhasznalt B tételt kell belatnunk. Legyen tehat adva egy graf, amelyben minden szégpontbdl paros sok
él indul ki. Induljunk el egy tetsz6leges, ag pontbdl egy e; él mentén egy a; pontba, onnan egy e;-t6l kiilonbozs ey él
mentén egy as pountba, onnan egy még nem hasznalt él mentén egy as pontba, amig el nem akadunk. (a1 megegyezhet
valamely korabbi a;-vel, csak a hasznalt éleknek kell mindig kiilonb6z6knek lenniiik. Tegyiik fel, hogy egy a; pontnal
elakadunk. Belatjuk, hogy a; = ag, azaz nem akadhatunk el ap-t6l kiilonb6z6 pontnal. Nézziikk meg ugyanis, hogy
hany a;-b6l indulé élt hasznaltunk fel. Ha a; nem a kezdSpont, akkor minden el6z6 érintésekor egy élen elértiink
aj-be, egy masik élen pedig kijottiink bel6le, viszont az utolsé alkalommal csak bementiink a;-be, ki még nem jottiink
belgle. Ez azt jelenti, hogy paratlan sok a;-b6l indulé élt hasznaltunk. A feltétel szerint viszont paros sok ilyen él van,
tehat biztosan maradt még olyan a;-bél indulé él, amelyen tovabbmehetiink a;-bél. Ezzel belattuk, hogy csak ag-nal
akadhattunk el. (Ez nyilvanvaloan azt is jelenti, hogy minden szdgpontban paros sok élet hasznaltunk fel.)

Vegyiik most a leghosszabb ilyen korutat! Belatjuk, hogy ha az a szdgpont szerepel az tton, akkor az Gsszes beléle
indul6 él is szerepel rajta. Tegyiik fel ugyanis, hogy a szerepel az tton, de az a-bdl b-be indul6 él nem. Hagyjuk el az
uton szerepls éleket a grafbol. Minden szogpontbdl paros (esetleg 0 ) élt hagytunk el, a visszamaradt grafban tehat
megint minden szégpontbdl paros sok él indul. A fenti gondolatmenetet alkalmazva kaphatunk a visszamaradt grafban
egy olyan a-bol, az ab él mentén induld és a-ba visszatéré korutat, amelyben kizarolag még fel nem hasznélt élek
szerepelnek. Masrészt a az el6bb kivalasztott korutnak is pontja. A két ut tehat nyugodtan 6sszekapcsolhatd egyetlen
koratta: megtehetjiik, hogy amikor az elsének kivalasztott koraton el6szor ag-ba ériink, elébb a-bol elindulva a masodik
korutat jarjuk végig, majd visszaérve a-ba, folytatjuk az el6bbit. Igy azonban egy, az elsének kivalasztottnal hosszabb
korathoz jutnank, ami ellentmond annak, hogy az els¢ korat maximalis hosszusagu.

Ezzel belattuk, hogy ha egy szogpont szerepel a kivalasztott tton, akkor az Gsszes bel6le indul6 él is szerepel
rajta. De a grafunk osszefiiggs, vagyis ap-bol élek mentén barmely szogpontjaba eljuthatunk, tehat a kivalasztott tuton
minden szdgpont szerepelni fog.

Ha viszont minden szégpont szerepel rajta, és minden szogponttal egyiitt az 6sszes belSle induld él is szerepel rajta,
akkor az Gsszes él is szerepel a koruton, tehat ez a korut éppen megfelel allitdsunknak.

Megjegyzések. 1. Konnyen belathato, hogy ha egy grafnak van Euler-kore, akkor minden szogpontjabol paros sok
él indul, vagyis ez a feltétel sziikséges és elégséges az Euler-kor létezéséhez.

2. A feladat megoldasat (és allitasat) érdemes Gsszevetni a P. 342. feladat megoldéasaval (és allitasaival) (1981. 8-9.
szam, 146-150. oldal).



