(1) on < AN 4 42 g < 3,

I. megoldas. Jeloljiik (4'/™ 4 42/™ 4 ...+ 4™"/™)/n értékét T,-nel. Azt kell megmutatnunk, hogy 2 < T, < 3.
n > 1 esetén T), a kiilonbozs 4'/™, 42/™ ... 4™/™ szamok szamtani kdzepe, s igy biztosan nagyobb ugyanezeknek a
szamoknak a mértani kdzepénél. A szamok szorzata maga is 4 hatvanya, melynek kitevGje
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igy a szamok mértani kdzepe nagyobb, mint V/47/2 = 2, Ezzel az (1) bal oldalan 4ll6 egyenlGtlenséget belattuk.

Ha n paros, a jobb oldalon all6 egyenlétlenséget abbol kapjuk, hogy j = 1,2,...,n/2 mellett 47/" < 41/2 = 2,
j=n/241,...,n mellett pedig 47/™ < 4"/ <4

Ha n egynél nagyobb péaratlan szam, azaz n = 2m + 1 alaka valamely m = 1 egész szamra, akkor ugyanazt a
gondolatmenetet alkalmazhatjuk, csak most Osszegiink kozépsé tagjat kiilon meg kell becsiilntink. 7 = 1,2,..., m-re
4/ <gqmin < g2 = 9 j = m41esetén j/n = (m+1)/(2m+1) < 2/3, mert m > 1, kovetkezésképp 47/™ < 42/3 < 3,
végiil j =m +2,...,n-re 47/" < 4"/ = 4. Egért

AV g2 v <m 2434+ m-4=(2m+1)-3=3n.

Ezzel (1) jobb oldalat is belattuk.

II. megoldas, az (1) jobb oldalan 4ll6 egyenlGtlenségre.
T, értékét grafikusan szemléltetjiik. Tekintsiik az (z; y) koordinata-rendszerben azokat a téglalapokat, amelyeknek
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alapja az = tengelyen van, hossza —, egy-egy csucsuk pedig j =0,1,...,n — 1 mellett a (j/n, 43/”) pontban.
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Ezeknek a téglalapoknak a teriiletosszege (1. abra)
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Masreszt ezek a téglalapok benne vannak abban az 6tszogben, amelynek cstcsai a (0;0), (1;0), (1;4), (5, 2) , (0;1)

pontok, ugyanis a téglalapoknak az x tengellyel parhuzamos oldalai teljesen a 4% fiiggvény alatt maradnak, viszont
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a (0;1) és (5; 2>, valamint az (5; 2) és (1;4) pontokat 6sszekots harok teljesen a 47 fliggvény 616tt haladnak.

(Felhasznaltuk, hogy a 47 fliggvény monoton né és konvex.) Ez az 6tszog két trapézbol tehets Ossze, amelyek teriilete
3/4, illetve 6/4, igy azt kapjuk, hogy a téglalapok teriiletosszege kisebb 9/4-nél, azaz
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T,—— < -.
n 4
Ebbdl atalakitassal az adédik, hogy
9
2 nT, = 4"+ 42/m 4+ 44" < Zp 4 3.
4

Ha n = 4, akkor (9/4)n + 3 < 3n, igy (2)-b6l n = 4-re az (1) jobb oldalan allo egyenl6tlenség mar kovetkezik.
n = 2, 3-ra (1) szamoléssal konnyen ellendrizhetd.

Megjegyzések. 1. (2) nagy n-ekre lényegesen jobb kozelitést ad, mint (1), de kis n értékekre (1)-et kiilon ellendrizni
kellett. A fent hasznalt grafikus médszerre altalaban is jellemzs, hogy nagy n-ekre nagyon jo becslést ad, de kis n-ekre
nem mindig hasznalhato.

2. Az L. megoldas bizonyitasa is szemléltethetd volna geometriailag, ott a téglalapokat lényegében a (0;0), (1;0),
(1;4), (1/2 34), (1/2;2), (0;2) pontok alkotta hatszogbe foglaltuk bele. (2. dbra)
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3. Mivel azok a szdmok, amelyeknek 7, a szdmtani kozepe, egy gl/n hanyadostt mértani sorozatot alkotnak, T,

zart alakra hozhato:
1 4(n+1)/n — 4gl/n

= = 141/"4'
n 41/ —1 n 4/ —1
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Eszerint 3/T,, = (1 — 4—1/n)/<—> az f(x) = 47" fliggvény 21 = 0, o = — helyekhez tartozo differencia-hanyadosa.
n n

(1) ennek alapjan is belathato, s6t az is kiolvashat6 ebbdl, hogy

tehat lim T, = 3/In 4.
n—oo
4. A megoldasban hasznalt téglalapok a 47 fiiggvény (0,1) szakasz feletti darabja és az x tengely kozotti idom
1

teriiletének also kozelitsi, T, hatarértéke pedig az / 4%dzx integrallal egyenld.
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