Legyen X és Y a valos szamoknak egy—egy részhalmaza. Az X - Y jeloli azt a halmazt, amelynek azok és csak
azok a valés szamok az elemei, melyek megkaphatok egy X-beli és egy Y-beli valés szam szorzataként; X + Y pedig
azt, amelynek elemei az X-beli és Y-beli szamok 0sszegeként allithatok els. Melyek azok a ¢ valés szdmok, melyekhez
létezik a valos szdmoknak olyan valédi, nem iires X részhalmaza, amelyre

(1) X-X+{c=X7?

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy minden ¢ valés szdmhoz megadhato6 olyan X halmaz, amely teljesiti (1)-et, és nem
iires, valodi részhalmaza az Gsszes valés szam halmazanak. Tekintsiik ugyanis az Gsszes egész egyiitthatos egyvalto-
z6s polinomot, és helyettesitsiink mindegyik polinomba c-t. Az igy kapott helyettesitési értékek halmaza legyen X.
Nyilvanvalé, hogy X nem {ires, és csak megszamlalhato sok eleme van, tehat valodi részhalmaza az Osszes valos szam
halmazanak.

Az X - X + {c} halmaz egy tetsz6leges elemét gy kaphatjuk meg, hogy vesziink két egész egyiitthatos polinomot,
p(x)-et és g(x)-et, mindkett6be behelyettesitjiik a ¢ értéket, a kapott helyettesitési értékeket Gsszeszorozzuk, és a
szorzathoz hozzaadunk c-t. Ugyanezt az értéket megkaphatjuk tgy is, ha a p(x) - g(x) + « polinomba helyettesitjiik a
c értéket. De a p(z) - ¢(z) + = polinom egész egyiitthatos, mivel p(x) és q(x) is az. Belattuk tehat, hogy az X - X 4 {c}
halmaz tetsz6leges eleme elGallithato ugy, hogy egy egész egyiitthatos polinomba c-t helyettesitiink. Kovetkezésképp

(2) X -X+A{c CX.

Masrészt igaz a forditott irdnyu tartalmazés is. X egy tetszbleges eleme p(c) alaka, ahol p(x) egész egyiitthatos
polinom. Nyilvanval6, hogy p(c) = 1- (p(c) — ¢) + ¢, és itt 1 € X, p(c) — ¢ € X, mivel az azonosan 1 polinom és a
p(z) — = polinom is egész egyiitthatos. Igy tehat

X -X+{c}2X,

ami (2)-vel egylitt (1)-et adja, és ezt akartuk bizonyitani.
Megjegyzések. 1. Hasonlé gondolatmenettel belathaté az is, hogy

(3) X - X=X+X=X+{c}=X.

Ebbél pedig az is kovetkezik mar, hogy X ,barmilyen hatvanya” és ,pozitiv egész szamszorosa” is X . Ertelmezhetd
két halmaz, U és V, kiilonbsége, U — V is: az U — V halmazba azok a valés szamok tartoznak, amelyek egy U-beli és
egy V-beli valés szam kiilonbségeként elgallithatok. Nem nehéz belatni, hogy a fent definialt X halmazra még

(4) X-X=X & {0}-X=X
is igaz. (3)-bol és (4)-bol kovetkezik, hogy ha ag, a1, ..., an—1 tetszbleges egészek, akkor
aX" +a X"+ a1 X+ {c}=X.

2. Erdemes megvizsgalni, mi torténik, ha X-r6l megkoveteljiik azt is, hogy véges legyen.

a) Ha azokat a ¢ valos szamokat keressiik, amelyekhez létezik egy elemd@ X halmaz, amelyre (1) fennall, akkor —
més szavakkal — azokat a ¢ valos szamokat keressiik, amelyekhez van olyan y valos szam, amelyre 3> + ¢ = y. Minthogy
az y*> — y + ¢ = 0 masodfokn egyenlet diszkriminansa 1 — 4c, az egyenletnek pontosan akkor van valés megoldas, ha
¢ < 1/4. Tehat pontosan akkor van az (1)-nek megfelels egy elemd X halmaz, ha ¢ < 1/4. (¢ = 1/4 esetén X = {1/2},
¢ < 1/4 esetén két megfelelg halmaz is van:

X={(-1+V1-4c)/2} & X ={(-1-V1-4c)/2}.

b) Teljesen megvaltozik a helyzet, ha X-rol kikotjiik, hogy legaldbb két elemd (de azért véges) legyen: ez esetben
csak ¢ = 0-hoz és ¢ = —1-hez van ilyen halmaz, ¢ = —1 esetén X = {—1,0}, ¢ = 0 esetén X = {1,0}, X = {1,-1}
vagy X = {1,0,—1}.



