I. megoldas. Szamozzuk meg az oszlopokat és a sorokat, és ha egy babu az i-edik oszlopban (vagy sorban) all,
akkor mondjuk azt, hogy ez a babu lefogja az i-edik oszlopot (vagy sort). 8 babut kell kivalasztanunk ugy, hogy minden
sort és minden oszlopot pontosan egy babu fogjon le. Ezt 8 lépésben tessziik. A k-adik lépésben (kK = 1,2,...,8) az
els6 k sorbol valasztunk ki egy-egy babut tgy, hogy azok 6sszesen k oszlopot fogjanak le. Igy a 8. lépésben 8 olyan
babuhoz jutunk, amelyek kdzt minden sorbél és minden oszlopbdl is egy babu szerepel.

Az 1. lépésben az 1. sor egy tetszGleges babujat kivalasztjuk.

A k. lépésben tegylik fel, hogy 2 < k < 8 és a (k—1)-edik lépésben mar kivalasztottunk az elsé k — 1 sorbol egy-egy
babut agy, hogy a kivalasztott k — 1 babu 0sszesen k — 1 oszlopot fog le.

1. ESET: Ha a le nem fogott oszlopok valamelyikének k-adik sordban all babu, akkor a k-adik 1épésben ezt a babut
(vagy ha t6bb ilyen van, egyet tetsz6legesen ezek koziil) és a (k — 1)-edik lépésben kivalasztott k — 1 babut valasztjuk.

Igy kivalasztottunk egy-egy babut az els6 k sorbdl agy, hogy a k kivalasztott babu k oszlopot fog le.
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2. ESET: Ha a le nem fogott oszlopok egyikének k-adik sordban sem &ll babu, akkor a k-adik sorban allé 4 babu
mindegyike olyan oszlopban &ll, amelyet a k — 1 babu lefog. Legyenek a k-adik sorban all6 babuk Ay, Aa, As, Ay,
oszlopszamaik legyenek rendre Oy, Oz, O3, O4. Az O;-edik oszlopot lefogd babu legyen B;, B; soranak sorszama legyen
Si(i =1, 2, 3,4). By, Ba, Bs, By a (k — 1)-edik lépésben kivalasztott k — 1 babu koziil valo, igy az S;i-k 1 és k — 1
kozé esnek. Minthogy az A;-k kiilonbozsk, azért a B;-k is kiillonboznek. Masrészt a (k — 1)-edik lépésben egy sorboél
csak egy babut valasztottunk, igy az S;-k is mind kiilénboz6k. Tekintsiik most valamelyik olyan oszlopot, amelyet a
k — 1 kivalasztott babu nem fog le. (Ilyen oszlop van.) A feltétel szerint ebben is 4 babu all, masrészt a k-adik sordban
esetszétvalasztasunknak megfelelen nem all babu. A 4 babunak tehat a fennmaradé 7 sorban kell allnia, igy az St
Sa, S5, S4 sorok valamelyikében kell dllnia babunak. Mondjuk az S;-edik sorban all babu, ez a babu B;. A (k — 1)-edik
lépéshen kivalasztott babuk koziil most kihagyjuk By-t és hozzavéalasztjuk A;-t és Bi-t (1. abra). Igy az elsé k sorbol
egy-egy babut valasztottunk ki, és ez a k babu lefogja az Osszes, a (k — 1)-edik lépésben lefogott oszlopot, valamint
egy 4j oszlopot, Gsszesen tehat k oszlopot. Ezzel a k-adik 1épést, és az allitas bizonyitasat is befejestiik.

Csere Kdalmdn (Veszprém, Lovassy L. Gimn., IV. o. t.)

II. megoldas. Szemléltessiik az oszlopokat és a sorokat egy-egy ponttal, az i-edik oszlopot az O; pont, a j-edik
sort az S; pont képviselje (2. dbra).
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Ha az i-edik oszlop j-edik soraban &ll babu, akkor kossiik Gssze egy szakasszal az O; és S; pontokat. Igy olyan
alakzathoz jutunk, ahol minden pontbdél pontosan 4 szakasz indul ki, hiszen minden sorban és minden oszlopban
pontosan 4 babu all. Tovabba semelyik két O; pont nincs Osszekdtve és semelyik két S; pont sincs dsszekotve. Ezt az
alakzatot (grdfot) jeloljik G-vel.

A G graf minden O;S; szakasza egy-egy babunak felel meg a sakktablan. Ki kell vilasztanunk 8 olyan babut a
tablan, hogy minden sorbél és minden oszlopb6l pontosan egy babu legyen kivalasztva. Ez a grafban azt jelenti, hogy

ki kell valasztani 8 olyan O;S; szakaszt, hogy minden O; és minden S; pont pontosan egy kivalasztott szakasznak
legyen a végpontja (3. dbra).
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A feladat allitasa tehat igy fogalmazhatod at: ha o G grdfban minden O; és S; pontbol 4 — 4 szakasz indul ki, O;
pontok csak S; pontokkal, S; pontok csak O; pontokkal vannak dsszekdtve, akkor van a grdfban 8 olyan O;S; alaki
szakasz, hogy minden O-pont és minden S-pont pontosan eqy kivdlasztott szakasznak a végpontja.

Ezt az allitast fogjuk most bebizonyitani.

A G grafbol készitiink egy 1j grafot, amelynek kétszer annyi pontja lesz, és minden pontbol pontosan két szakasz
fog kiindulni. Huzzunk szét minden O; pontot két pontté: a két Gj pont legyen Of; és O). Az O;-bol kiindul6 4
szakaszt osszuk szét a két Gj pont kozott, kettd Oi-bol, kettd OF-bdl induljon az Gj grafban. Huzzuk ugyanigy szét az
S;-pontokat is, és osszuk kétfelé a bel6lik indul6 szakaszokat is! (4. abra).
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Igy kapunk egy G’ gréfot, ahol 16 darab O; ¢s O} alaku pont (réviden: O-pont) és 16 darab S} és S} alakd pont

(réviden: S-pont) van. Minden O- és S-pontbol két-két szakasz indul ki, O-pontok csak S-pontokkal, S-pontok csak
O-pontokkal vannak Gsszekotve.

Az olyan zart tortvonalat, amelynek csicsai O-pontok vagy S-pontok, és ahol a csicsokat a grafban szerepls
szakaszok kotik Ossze, a graf ,,kérének” nevezzik (5. dbra).
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A tortvonal persze metszheti magat az O- és S-pontoktdl kiillonbézé pontokban, ezeket azonban nem tekintjiik
csticsoknak. Minthogy G’ grafunkban minden pontboél pontosan két szakasz indul ki, nyilvanvaléan ilyen , korokre”
bomlik tgy, hogy semelyik két , kdrnek” nincsen kozds csicsa, és a ,,korok” egyiittesen a graf Osszes szakaszat lefedik
(egyrétien).

Egyetlen ilyen , kérben” sem lehet két szomszédos O-pont vagy két szomszédos S-pont, igy minden ,,kornek” paros
sok csticsa és paros sok szakasza van. Minden egyes , kor” cstucsokat 6sszekots szakaszal kiszinezhetSk tehat felvaltva
piros és kék szinnel. Igy minden cstcsbol egy piros és egy kék szakasz indul ki.

A G’ graf szakaszai megszinezhetdk tehat piros és kék szinnel Ggy, hogy minden O-pontbdl és minden S-pontbol
pontosan egy piros szind él és pontosan egy kék szind él indul ki. (A piros élek is, a kék élek is a 3. dbraéhoz hasonlod
alakzatot képeznek, csak nem 16, hanem 32 ponton).

Keressiik meg a piros szakaszok megfelel6it a G grafban és szinezziik ki 6ket pirossal. A ki nem szinezett szakaszokat
dobjuk ki G-bél. Igy egy Go grafhoz jutunk. Minden O; pontnak két O-pont, és minden S; pontnak két S-pont felel
meg G’-ben, mésrészt G’-ben minden O-pontbél és minden S-pontbél pontosan egy piros szakasz indul ki, igy Go-ban
minden O; és S; pontbol pontosan két-két szakasz indul ki. Gg-ban is igaz, hogy O; alakd pontbdl csak S; alakt pontba
megy szakasz, S; alakibol pedig csak O; alaktiba. A G'-re alkalmazott gondolatmenet tehat Go-ra is alkalmazhato:
Gy szakaszai is atszinezhetSk két szinnel, mondjuk feketével és fehérrel tigy, hogy minden O; és S; pontbol pontosan
egy fekete és egy fehér szakasz induljon ki. Igy a fekete szakaszok kiilon, és a fehér szakaszok kiilon is 8 olyan 0;S;
szakaszt adnak, amilyet keresiink. Minthogy G szakaszai G-nek is szakaszai, d6lt betiis allitasunkat, és ezzel a feladat
allitasat is, bebizonyitottuk.

Bali Janos (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Az 1. megoldas gondolatmenete konnyen kiterjeszthets a kovetkezs altalanos allités bizonyitasara
is: Egy 2n x 2n-es sakktdblara 2n* bdbut helyeztiink el gy, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan n
babu dlljon. Ekkor kivdlaszthato 2n darab bdbu ugy, hogy minden oszlopbdl és minden sorbdl pontosan egy babu legyen
kwdlasztva.

2. A II. megoldas gondolatmenete egy masik altalanositas bizonyitasit adja: Egy n X n-es sakktdbldra 4n bdbut
helyeztink el 1igy, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan 4 babu dlljon. Ekkor kivdlaszthato n bdbu gy,
hogy minden oszlopbdl és minden sorbol pontosan egy babu legyen kivdlasztva.

3. A II. megoldas valdjaban még ennél is tobbet mond: azt mondja, hogy kivalaszthatdé n babu a kivant tulaj-
donséggal, majd a marad6 babukbol kivalaszthato még egyszer n babu a kivant tulajdonsaggal. (Nemcsak a fekete,
hanem a fehér élek is megfelelnek céljainkra.) Ha most még meggondoljuk, hogy G’ kék éleinek megfelelGire is ugyanez
a gondolatmenet alkalmazhato, akkor azt kapjuk, hogy a 32 szakasz (32 babu) felbonthatd 8 + 8 4+ 8 + 8 szakaszra
(babura) gy, hogy mindegyik 8 szakasz (babu) kiilon-kiilon megfelel a feltételeknek. Altaldban pedig a kovetkezd al-
litast kapjuk: Egy n x n-es sakktdbldra 4n bdbut helyeztink el gy, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan
4 babu dlljon. Ekkor a 4n babu 4 darab n-es csoportba oszthaté gy, hogy egy-egy csoport n babuja minden sorbdl és
minden oszlopbol pontosan egy babut tartalmazzon.

4. Igaz (de nehezebben bizonyithatd) az 1., 2., és 3. megjegyzésben kimondott allitasok kovetkezd kozos altalano-
sitasa:

Egy n x n-es sakktabldra kn bdbut helyeztink el gy, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan k bdbu
dlljon. Ekkor a k -n bdbu k db n-es csoportba oszthatd ugy, hogy egy-egy csoport n bdbuja minden sorbol és minden
oszlopbol pontosan egy babut tartalmazzon.

5. Ha egy graf csicsai két osztalyba sorolhatok ugy, hogy egy osztalyon beliili csicsok nincsenek szakasszal Ossze-
kotve, akkor a grafot pdros grdfnak nevezziik. A II. megoldasban csupa paros graf szerepel (a két osztaly mindig az
O-pontok és az S-pontok osztalya volt). Lattuk a megoldas folyaman, hogy egy pdros grdaf minden ,kdérének” pdros sok
cstcsa van (innen ered neviik is).

Ha egy grafban vannak olyan, a csicsokat Osszekotd szakaszok, amelyek koziil a graf minden csicsa pontosan
egynek a végpontja, akkor ezeket a szakaszokat egylitt a graf 1-faktordnak nevezziik (3. abra). A II. megoldas soran
bizonyitott (d6ltbetis) allitas tehat a kévetkezd formaban mondhato ki:

Ha egy pdros grif két osztdlydban 8 —8 (vagy dltdldban n—n) csics van, minden csicsbol 4 szakasz indul ki, akkor a
grafban van 1-faktor. Az is igaz, hogy a grifban szereplé 32 (dltaldnos esetben 4n) szakasz 4 darab 1-faktorra bonthato.

Belathato az is (de nehezebben bizonyithato), hogy ez az éllitas 4 helyett tetszGleges k-ra is igaz.

Ha egy pdros grif két osztdlydban n —n csics van, minden csicsbol k szakasz indul ki, akkor a grifban van 1-faktor
is, €s a grdfban szerepld k - n szakasz k darab 1-faktorra bonthatd.

Ez az allitas ekvivalens a 4. megjegyzés allitasaval.

6. A II. megoldés egyik 1épéseként a G grafbol szakaszok elhagyésaval elgallitottunk egy olyan Gy grafot, amelyben
minden cstcsbol pontosan két szakasz indul ki. Ha most csak az elhagyott szakaszokat tekintjiik, ezek is egy olyan G4
grafot alkotnak, amelyben minden cstcsboél két szakasz indul ki (hiszen 6sszesen minden cstcsbol 4 szakasz indult ki).
Vagyis igaz a kovetkez6 allitas:

Ha egy pdros grif minden csicsabol pontosan 4 szakasz indul ki, akkor a grdf felbonthato két olyan grdfra, amelyek
mindegyikében két-két szakasz indul ki minden csicsbol.

Ez az dllitds azonban nemcsak pdros grafokra, hanem tetszdleges grafokra igaz.



Altalaban igaz a kovetkezo:

Ha egy grdfban minden csiucsbol pontosan 2k szakasz indul ki, akkor a graf felbonthato a Gi, ..., Gy grifokra gy,
hogy minden egyes G;-ben minden csiucsbol pontosan 2 szakasz indul ki.

7. A legtobb megold6 beleesett abba a tévedésbe, hogy 32 babut a 8 x 8-as sakktablan csak egyféleképpen lehet
gy elhelyezni, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan 4 babu &lljon. Ez nem igaz, amint azt a 6. abra is
mutatja.
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